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Program dela

V diplomskem delu v matemati¢ni obliki prikazite razli¢ico problema razporejanja
skupin potnikov, s katerim se lahko srecajo v turisti¢ni agenciji. Obravnavajte racun-
sko zahtevnost problema, zapisite ga v obliki celostevilskega linearnega programa
ter predlagajte nekaj postopkov za njegovo reSevanje (npr. sestopanje, dinamicno pro-
gramiranje, lokalna optimizacija ipd.). Izbrane postopke sprogramirajte in preizkusite
ter ovrednotite dobljene rezultate.

Ljubljana, september 2009

izred. prof. dr. Martin Juvan



Povzetek

V diplomskem delu poskusamo najti ¢im bolj tako ¢asovno kot tudi prostorsko uc¢inkovit
algoritem za razporejanje skupin potnikov, ki potujejo med vec kraji.

Pri iskanju uc¢inkovitega algoritma si pomagamo z razlicnimi metodami. Problem
poskusimo resiti s pomocjo sestopanja in s pomocjo dinami¢nega programiranja. Ker
pa se oba algoritma z vecanjem Stevila skupin in Stevila krajev izkazeta za ne dovolj
dobra, poskusimo tudi, koliko se priblizamo optimalni resitvi s pomocjo 2-zamen.
Poleg tega poskusimo problem zapisati kot celostevilski linearni program.

Delo obsega stiri poglavja. V uvodu (prvo poglavje) je predstavljena vsebina
diplomskega dela. V drugem poglavju natanéno opisemo problem in dodamo eno-
staven primer, da si problem lazje predstavljamo. V tretjem poglavju opisemo prob-
lem matemati¢no, dokazemo, da je NP-poln, in ga zapisemo v obliki celostevilskega
linearnega programa. V cetrtem poglavju predstavimo algoritme za resevanje prob-
lema in jih primerjamo med sabo.

Math. Subj. Class. (2010): 90C10, 90C39, 90C59, 68Q17
ACM CCS (1998): F.2.2, F.1.3

Kljuéne besede: razporejanje potnikov, NP-polnost, celostevilsko linearno pro-
gramiranje, dinami¢no programiranje, sestopanje, 2-zamena, psevdokoda

Keywords: scheduling, NP-completeness, integer linear programming, dynamic pro-
gramming, backtracking, 2-opt, pseudocode



1 Uvod

Turisti¢na organizacija DISKO d.o.o. pripravlja nov program, ogled desetih najbolj
priljubljenih evropskih mest (TOP 10). Posebnost programa je v tem, da skupine
potnikov same dolocijo, kdaj in kje bodo potovanje zacele ter koncale, katere kraje
bodo se obiskale (notranji kraji) in koliko dni bodo v vsakem od krajev, ki jih bodo
obiskale. Agencija zeli te notranje kraje razporediti tako, da bo zanjo kon¢ni strosek
¢im nizji, pri tem pa mora upostevati dolo¢ene cene in pogoje.

Ker z vecanjem stevila skupin in z vedno ve¢ izbranimi notranjimi kraji stevilo
moznih kombinacij eksponentno raste, bi algoritem, ki le pregleda vse moznosti in
izbere najboljso, bil ¢asovno in prostorsko preslab, zato se bomo problema lotili z di-
namicnim programiranjem in s sestopanjem. Ker pa tudi ta dva algoritma z vecanjem
stevila skupin in vecanjem stevila notranjih krajev postaneta preslaba, poskusimo se,
koliko se z 2-zamenami priblizamo optimalni resitvi. Problem bomo poskusili zapisati
tudi v obliki celostevilskega linearnega programa.

Pokazali bomo, da je problem NP-poln (tudi, ¢e bodisi omejimo Stevilo skupin
bodisi omejimo Stevilo krajev).

Na koncu izvedemo Se meritve, da vidimo, kdaj se za boljsega izkaze algoritem z
dinami¢nim programiranjem in kdaj se za boljsega izkaze algoritem s sestopanjem.

Diplomi je prilozena zgosc¢enka, na kateri je celoten program (vsi algoritmi), ki je
napisan v programskem jeziku C#. V mapi TOP10 je osem datotek, od tega Sest s
koné¢nico .cs (vseh Sest skupaj predstavlja celoten program) in dve s koncnico .txt,
ki predstavljata vhodne in izhodne podatke. Datoteka C.cs vsebuje spremenljivke
razreda C (stran 42), njegov konstruktor in metode tega razreda. Datoteka Dinam-
icno.cs vsebuje algoritem z dinami¢nim programiranjem (glej podrazdelek 4.3, str. 40).
V datoteki Program.cs generiramo vhodne podatke (4.1, str. 27), jih zapiSemo na da-
toteko, preberemo iz datoteke in poklicemo vse tri algoritme. Datoteka Sestopanje.cs
vsebuje algoritem s sestopanjem (4.2, str. 32), datoteka Sestopanjeln2Zamena.cs vse-
buje algoritem, ki najprej s sestopanjem poiscée zacetno dopustno resitev, nato pa z
2-zamenami i$Ce cenejso resitev (4.4, str. 47). Zadnja je datoteka Skupina.cs, ki vsebuje
spremenljivke razreda Skupina (str. 32), njegov konstruktor in metode tega razreda.
Datoteka vhodniPodatki.txt vsebuje vhodne podatke, datoteka izhodniPodatki.txt pa
vsebuje vhodne podatke in resitve vseh treh algoritmov ter njihove rezultate meritev.
Na zgoscenki je se datoteka Diplomsko_delo_MirjamKolar.pdf, ki vsebuje diplomsko
delo v elektronski obliki (format .pdf).



2 Opis problema

Kot smo povedali ze v uvodu, turisticna organizacija DISKO d.o.o. pripravlja nov pro-
gram, ogled 10 najbolj priljubljenih evropskih mest (TOP 10). Program je namenjen
potnikom s celega sveta, posebnost programa pa je v tem, da ko se prijavlja skupina
potnikov, skupina sama dolod¢i, kje bo potovanje zacela (eno od teh 10 mest), kdaj
bo potovanje zacela (kateri dan), kje bo potovanje zakljucila (eno od teh 10 mest, ta
kraj je lahko enak zacetnemu, ni pa to pravilo), katere od ostalih krajev bo obiskala
in koliko ¢asa (dni) bo v vsakem od krajev.

Skupina torej sama dolo¢i zacetni in konéni kraj, kako si povrsti sledijo ostali
(izbrani) kraji za skupino, pa doloé¢i agencija sama. Agencija vsakih nekaj dni raz-
poredi na novo prijavljene skupine, npr. enkrat tedensko ali ko se prijavi dolo¢eno
stevilo skupin, in te razporeditve se kasneje ne da spremeniti. Za vsako skupino zeli
agencija te ostale kraje razporediti tako, da bo njen konéni strosek ¢im nizji, pri tem
pa mora upostevati sledece cene in pogoje.

Pogoji
Ker potniki med kraji potujejo z letali, je pri dolocanju zaporedja krajev pomembno,
ali obstajajo neposredne letalske povezave med kraji. Med kraji se potuje zjutraj,
torej, ¢e skupina v doloc¢en kraj prispe na dolo¢en dan, to pomeni, da skupina ta dan
zjutraj leti iz prejsnjega kraja v ta kraj in ima po prihodu v kraj isti dan ogled.
Naslednji pogoj je omejitev glede stevila potnikov, ki lahko na dolocen dan pridejo
v dolo¢en kraj (npr. 50 potnikov). Namreé, ko skupina pride v dolo¢en kraj, ima
tisti dan v tem kraju voden ogled skupaj z vsemi skupinami, ki pridejo tisti dan v
ta kraj. Voden ogled kraja je namre¢ vedno prvi dan, ko skupina pride v kraj, ¢e pa
skupina ostane v kraju ve¢ dni, ima ostale dneve prosto za samostojne oglede. Ome-
jitev imamo zaradi tega, ker imamo v kraju npr. samo enega vodic¢a in en avtobus.
Za zacetni kraj se skupina sama odloci, ali bo imela v njem voden ogled ali ne, prav
tako za kon¢ni kraj. Ce sta ta dva kraja enaka, se skupina sama odlo¢i, kdaj bo imela
ogled tega kraja (na zaCetku ali na koncu), ¢e ga bo sploh imela. Pri tej omejitvi
moramo upostevati skupine, ki so Ze razporejene od prejsnjih razporejanj. Obstaja
namre¢ moznost, da se ¢asovni intervali potovanj Ze pred tem razporejenih skupin
in skupin, ki jih trenutno razporejamo, prekrivajo. Omejitev glede Stevila postelj in
prostora na letalih ni.

Cene
Prve cene so cene letalskih kart med kraji, kjer med kraji obstajajo povezave.

Druge cene pa so cene, ki jih imamo v dolo¢enem kraju na dolocen dan, c¢e v ta
kraj ta dan prispe vsaj ena skupina in ima v njem ogled (skupina lahko nima ogleda
le v zacetnem ali kon¢nem kraju). To so cene za voden ogled. Te cene so odvisne
od kraja in ne od stevila potnikov, razen c¢e je Stevilo potnikov enako 0, saj potem
ogleda ni. Ce pa ogled je, je vseeno, ali je potnik eden ali jih je 50, saj je cena v
doloc¢enem kraju vsota stroskov za avtobus, Soferja, vodica ipd. V primeru, da ta dan
v ta kraj prispe kaksna skupina od prejsnjih razporejanj in ima v njem ogled, cene ne
pristejemo, saj smo jo pristeli ze pri takratnem razporejanju.
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Slika 1: Primer casovnih intervalov za skupine.

Vsaka skupina bo imela torej neko zaértano pot, v nekem kraju se bo lahko zdruzilo
ve¢ skupin, ki pa bodo sle potem spet vsaka svojo pot v naslednji kraj.

Ce pogledamo problem, imamo torej za vsako skupino podano Stevilo potnikov,
datum odhoda, kraj odhoda (zacetek), kraj prihoda (konec), mnozico krajev, ki jih
skupina zeli obiskati, in Stevilo dni bivanja v vsakem od teh krajev. Drugi podatki
so Se: stroski prvega dne v vsakem od krajev, cene letalskih prevozov med kraji za
vsak dan, omejitev glede Stevila v istem dnevu prispelih potnikov v vsakem kraju in
podatki o zZe razporejenih skupinah.

2.1 Za lazje razumevanje enostaven primer

Za zacetek bomo naredili enostavnejsi primer, s katerim si bomo potem lazje pred-
stavljali, kaj je treba racunati, ob njem pa bomo tudi pojasnili nekatere stvari.
Recimo, da imamo v vsakem od krajev 2400 enot/dan fiksnih stroskov ne glede
na stevilo skupin oz. stevilo prispelih potnikov, razen ce je stevilo prispelih potnikov
enako 0. Zakaj prispelih? Zato, ker imamo stroske z njimi samo prvi dan v vsakem
od krajev. Cene nocitev in drugih storitev, ki spadajo zraven (vse razen cen, ki smo
jih Ze omenili v uvodu, torej cen letalskih kart in fiksnih stroskov), so namre¢ na
potnika neodvisne od stevila potnikov v doloc¢enem kraju in od dneva, zato jih pri
iskanju najcenejse resitve ne upostevamo oz. jih damo na 0. Poleg teh stroskov so tu
Se stroski za letalske karte med dvema krajema. Zato potrebujemo tabelo cen letalskih
kart med kraji. Za ta primer bomo vzeli samo 4 kraje, da ne bo preve¢ racunanja:

H London Pariz Rim Berlin

London (L) 0 20 50 40
Pariz  (P) 20 0 30 15
Rim  (R) 50 30 0 25

Berlin  (B) 40 15 25 0

Tabela 1: Cene letalskih kart med kraji.



Privzeli bomo, da nimamo omejitev glede stevila postelj, saj je predvideno, da
skupina potnikov ne bo ostala v dolo¢enem kraju veliko dni, ker je namen tega pro-
grama ogled ¢im ve¢ mest v kratkem casovnem obdobju. Na primer, ¢e si bo skupina
ogledala 5 krajev, najverjetneje ne bo v vsakem od teh krajev ostala 10 dni, pri
tem imela v vsakem kraju en dan voden ogled in nato 9 dni sama pohajkovala po
njem. Torej, ker je stevilo prispelih potnikov omejeno in ker predvidevamo, da nobena
skupina ne bo ostala zelo dolgo v doloc¢enem kraju, ne bo v dolo¢enem kraju naenkrat
zelo veliko potnikov, torej glede stevila postelj ne bo problema. Prav tako ni omejitev
glede prostora na letalih. V dolocen kraj na dolocen dan leti le toliko potnikov, kot
je omejitev glede stevila prispelih potnikov z ogledom, in Se potniki, za katere je to
zadnji kraj in v njem nimajo ogleda.

Preden se lotimo resevanja primera, razlozimo razliko med tem, kako bodo stroske
racunali algoritmi in kako bomo stroske prikazali v tem primeru. Razlika je pri nacinu
racunanja fiksnih stroskov. V algoritmih za vsak dan za posamezen kraj, v primeru,
da ta dan vanj prispe vsaj ena skupina, k skupni ceni priStejemo fiksne stroske (v
tem primeru 2400 enot). V primeru pa bomo fiksne stroske v dolo¢enem kraju na
doloc¢en dan razdelili na stevilo prispelih potnikov v ta kraj ta dan in bomo potem
k vsakemu potniku posebej pristeli te stroske. Tako bomo za vsako skupino dobili
stroske za posameznega potnika (da dobimo predstavo, koliko priblizno so stroski
na posameznega potnika skupine). Konéno ceno bomo dobili tako, da bomo za vsako
skupino stroske na potnika pomnozili s Stevilom potnikov v skupini in sesteli te zmno-
zke.

Za ta primer bomo privzeli, da se nobena ze prej razporejena skupina ¢asovno ne
prekriva s potovanji teh skupin. Vzeli bomo, da imamo tri skupine. Prva skupina
potovanje zacne in konca v Londonu ter obisce vse kraje, v njej je 20 potnikov, odhod
pa imajo na dan 1. Druga skupina zacne in konc¢a v Rimu, obisce Se London in Pariz,
v njej je 10 potnikov, odhod pa imajo na dan 3. Tretja skupina zacne in konca prav
tako v Londonu, obisce Se Pariz in Rim, v njej je 15 potnikov, odhod pa imajo na
dan 4. Vsaka skupina je v vsakem od krajev, ki jih obisce, en dan. Pri vsaki skupini
je zacetni kraj enak kon¢nemu, vsaka skupina pa ima ogled zaCetnega (= koncnega)
kraja na zacetku potovanja.

Oglejmo si za vsako skupino mozna zaporedja obiskov krajev in za vsako zaporedje
obiskov vsoto cen letov za eno osebo.

Prva skupina:

L-P-R-B-L — 20+ 30+ 25+ 40 = 115 enot
R-L — 20415+ 25+ 50 = 110 enot
B-L —50+30+ 15440 = 135 enot
P-L — 50+254 15420 = 110 enot
R-L — 40415+ 30+ 50 = 135 enot
P-L — 40+ 25+ 30+ 20 = 115 enot

| ol e

_P-B-
_R-P-
_R-B-
_B-P-
_B-R-



Druga skupina:
R-L-P-R — 50+ 20+ 30 = 100 enot
R-P-L-R — 304204 50 = 100 enot

Tretja skupina
L-P-R-L— 20+ 30+ 50 =100 enot
L-R-P-L— 50+ 30+ 20 =100 enot

Za lazji pregled bomo naredili tabelo vseh moznosti. Kot smo videli malo prej, je
za prvo skupino 6 moznosti, za drugo skupino sta 2 moznosti, prav tako sta 2 moznosti
za tretjo skupino, torej imamo vsega skupaj: 6 - 2 -2 = 24 moznosti.

Najprej pa na primeru pojasnimo, kaj pomenijo vrednosti v tabeli 2:

stroski
dan 2 stroski dan 2 stroski stroski

dan 1 / dan 3 dan 1 / dan 3 letala
/) VA \

1 ]2]3]4|5|6|7|=]1 2 3 4 5 6 letala
— L |P|R|B|L — || 120+1204-804-120 + 115
R|L|P|R — 80+ 96-+240 + 100
A
LIR|P|L|— 96+160+160+ 100
Stevilka, ker je skupina sama, ‘
moznosti . . . to pomeni 20 oseb, ker sta 1. in 2. skupina
mozen razpored za tretjo skupino . deupas. i b
mozen razpored za drugo skupino zato je na eno osebo  Sxupaj, je n% eno 0sebo
L mozen razpored za prvo skupino 120 enot stroskov 80 enot stroskov

vsota cen letov za eno osebo ob tej moznosti

1|23 |4|5]6|7]=]1 2 3 4 5 6 Iletala
L[P[R[B[L — [[ 120+120+80+120 + 115

R|L|P|R - 80+ 96+ 96  + 100
LIPIR|LJ|— 96+ 96+160+ 100

ker sta 2. in 3. skupina skupaj, je za njiju na eno osebo 96 enot
stroskov, 1. skupina pa je sama, zato je pri tej skupini na eno
osebo 120 enot stroskov

sicer je res, da sta 2. in 3. skupina v istem kraju, a za 2. skupino je to konec
potovanja in nima ogleda v tem kraju, saj ga je imela Ze prvi dan. Zato ima
ogled le 3. skupina, torej 15 ljudi in pride na eno osebo 160 enot stroskov

Slika 2: Razlaga pomena vrednosti v tabeli 2.
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1 [2]3[4]5][6]7]=] 1 2 3 4 5 6 letala
L [P[R[B]L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|L|P|R — 80+ 964240  +100
L|R|P|L| — 96-+160+160+100
L [P[R[B]L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|L|P|R - 80+ 96+ 96 100
L|P|R|L| — 96+ 9641604100
L [P[R[B]L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|P|L|R — 80-+240+240  +100
L|R|P|L| — 160+160+160+100
L [P[R[B]L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|P|L|R — 8042404240  +100
L|P|R|L| = 160+160+160+100
L [P[B[R]|L — [ 120+120+120+120 +110
R|L|P|R — 240+ 96+240  +100
L|R|P|L| — 96-+160-+160+100
L [P[B[R]L — [[ 120+120+120+120 +110
R|L|P|R — 240+ 96+ 96 +100

(6] LIP|R|L| — 96+ 96+160+100
L [P[B[R]|L — [ 120+120+120+120 +110
R|P|L|R — 24042404240  +100
L|R|P|L|— 160+160+160+100
L [P[B[R]L — [[ 120+120+120+120 +110
R|P|L|R - 24042404240  +100
L|P|R|L| — 160+160+160+100
L [R[P[B]L — [ 120+120+120+120 +135
R|L|P|R — 240+ 96+240  +100

[9] L|R|P|L| - 96-+160+160+100
L [R[P[B]L — [ 120+120+120+120 +135
R|L|P|R — 240+ 96+ 96 +100
LIP|R|L| — 96+ 96+160+100
L [R[P[B]|L — [ 120+120+120+120 +135
R|P|L|R — 24042404240  +100
LIR|P|L| — 1604-160+160+100
L [R[P[B]L — [ 120+120+120+120 +135
R|P|L|R — 24042404240  +100
L|P|R|L| — 160+160+160+100
L [R[B[P|L — [ 120+120+120+120 +110
R|L|P|R — 240+ 96+240  +100
L|R|P|L| - 96-+160-+160-+100
L [R[B[P|L — [ 120+120+120+120 +110
R|L|P|R — 240+ 96+ 96 +100
L|P|R|L| — 96+ 96+160+100
L [R[B[P]L — [[ 120+120+120+ 80 +110
R|P|L|R - 240+ 80+240  +100
L|R|P|L| - 160+160+160+100
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|1 [ 2|3]4]5]6]7]=]1 2 3 4 5 6 letala
L [R[B[P][L — [[ 120+120+120+ 80 +110
R|P|L|R — 240+ 80+240  +100
LIP|R|L| — 160+160+160+100
L [B[P[R][L — [ 120+120+120+120 +135
R|L|P|R — 240+ 96+240  +100
L|R|P|L|— 96-+160+160+100
L [B[P[R][L — [ 120+120+120+120 +135
R|L|P|R — 240+ 96+ 96 +100
L|P|R|LJ| — 96+ 9641604100
L [B[P[R][L — [ 120+120+120+120 +135
R|P|L|R — 24042404240  +100
L|R|P|L| = 160+160+160+100
L [B[P[R][L — [[ 120+120+120+120 +135
R|P|L|R — 24042404240  +100
L|P|R|L| — 160+160+160+100
L [B[R[P]L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|L|P|R — 80+ 964240  +100
LIR|P|L|— 96-+160+160+100
L [B[R[P][L — [ 120+120+ 80+120 +115
R|L|P|R - 80+ 96+ 96 100
L|P|R|L| - 96+ 96+160+100
L [B[R[P]L — [ 120+120+ 80+ 80 +115
R|P|L|R — 80+ 804240  +100
LIR|P|L|— 160+160+160+100
L [B[R[P][L — [ 120+120+ 80+ 80 +115
R|P|L|R — 80+ 80-+240  +100
L|P|R|L| - 160+160+160+100

Tabela 2: Tabela vseh mozZnosti.

V spodnjo tabelo bomo za vsako od teh 24 moznosti napisali, koliksna je vsota
za posamezno osebo, koliksna je vsota glede na stevilo oseb in kolikSna po vrsti je ta
druga vsota glede na visino cene.

Vrednosti v tabeli pomenijo:

H 1. sk. ‘ 2. sk. ‘ 3. sk. H vsota glede na Stevilo potnikov ‘ H
| 555 | 516 | 516 | 555-20+516-10 + 516 - 15 = 24000 | 5 |

T koliksna po vrsti je vsota glede na Stevilo potnikov glede na visino cene
120 + 120 + 80 + 120 + 115 = 555 enot so celotni stroski za eno osebo iz prve skupine

Slika 3: Kaj pomenijo vrednosti v tabeli 3.
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H 1. sk. ‘ 2. sk. ‘ 3. sk. H

vsota glede na Stevilo potnikov

11 955 516 516 || 555-204 516 - 10+ 516 - 15 = 24000 | 5
12 555 372 452 555 -20+372-104452-15 =21600 | 1
13 955 660 580 || 55520+ 660 - 10 + 580 - 15 = 26400 | 15
14 ] 955 660 580 || 55520+ 660 - 10 4- 580 - 15 = 26400 | 15
15| 590 676 516 || 590 -20 4676 - 10 + 516 - 15 = 26300 | 11
16| 590 532 452 990 -20 + 532 -10+452-15=23900 | 3
7] 590 820 580 || 590 -20 + 820 - 10 4 580 - 15 = 28700 | 19
18] 590 820 580 || 590 -20 4 820 - 10 + 580 - 15 = 28700 | 19
19| 615 676 916 || 615-20+676-10 4 516 - 15 = 26800 | 17
110] || 615 532 452 615-20 + 532 - 104452 -15 = 24400 | 9
|11 | 615 820 580 || 615-204 82010+ 58015 = 29200 | 21
112] ]| 615 820 980 || 615-20+820-10+ 58015 = 29200 | 21
113] | 590 676 516 || 590 20+ 676 - 10 4516 - 15 = 26300 | 11
1141 ] 590 532 452 590 - 20 + 532 - 10 4452 - 15 = 23900 | 3
115] || 550 660 580 || 550 -20 + 660 - 10 + 580 - 15 = 26300 | 11
116] || 550 660 580 || 550 -20 + 660 - 10 + 580 - 15 = 26300 | 11
117] ] 615 676 516 || 615-204 676 -10+ 516 - 15 = 26800 | 17
18] || 615 532 452 615-20 + 532 -10 +452-15 = 24400 | 9
119] || 615 820 580 || 615-20 4+ 820 - 10+ 580 - 15 = 29200 | 21
120] || 615 820 580 || 615-204 82010+ 58015 = 29200 | 21
121] | 555 516 516 || 555-204 516 - 10 + 516 - 15 = 24000 | 5
122] || 555 372 452 55520+ 372-10+4452-15=21600 | 1
123] || 515 500 580 || 515-204 500 - 10+ 580 - 15 = 24000 | 5
124 515 500 580 || 515-20 4 500 - 10 + 580 - 15 = 24000 | 5

Tabela 3: Vsota za posamezno osebo, vsota glede na Stevilo potnikov in katera po
vrsti je vsota glede na visino cene.

V tabeli smo poudarili najboljsi moznosti (2. in 22. moznost) ter najslabSe moznosti
(11., 12., 19. in 20. moznost). Zanimata nas seveda najboljsi moznosti, torej 2. in 22.

moznost, zato si ju Se enkrat poglejmo:

|1 J2[3]4]5|6][7||=] 1 2 3 4 5 6 letala
L [P[R][B[L — [[ 120+120+80+120 +115

R|L|P|R - 80+ 96496  +100
L|P|R — 96-+96+160-+100
L [B/[R|P[L — || 120+120+80+120 +115

R|L|P|R - 80+ 964+96  +100
[22] L|P|R — 96-+96+160-+100

Tabela 4: Najboljsi moznosti.
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Vidimo torej, da dobimo najboljso skupno vsoto pri vsoti cen letalskih kart 115+
100 4+ 100 = 315 enot, kar pa ni najcenejSa vsota cen letalskih kart. Torej res ne bo
dovolj gledati samo cen letalskih kart, ampak bo oc¢itno pomembno tudi, kako bodo
razporejene skupine, torej da bo ¢im ve¢ potnikov na isti dan prislo v doloc¢en kraj.

2.2 Ce bi pregledali vse moznosti

Poglejmo si, kako bi bilo, ¢e bi iskali najcenejSo resitev tako, da bi napisali program, ki
bi pregledal vse moznosti. Najprej pa izracunajmo, koliko je dejansko vseh moznosti.
Podatki, ki jih potrebujemo za stevilo vseh moznosti, so stevilo skupin in za vsako
skupino stevilo krajev, v katere ta skupina gre.

Imamo m skupin, n; pa je stevilo krajev, v katere gre skupina 2,2 = 1,...,m. Pri
vsaki skupini sta prvi in zadnji kraj dolocena in ¢e vzamemo slabso od moznosti za
stevilo moznosti, torej da sta zacetni in kon¢ni kraj skupine enaka, potem imamo za
skupino i (n; — 1)! $tevilo moznosti, kako bo skupina i povrsti obiskovala mesta. Ce
imamo m skupin, je torej vseh moznosti:

m

[[(n; — 1)

i=1

Ce pogledamo primer iz prej$njega razdelka, imamo 3 skupine, prva skupina obisce
stiri kraje, druga skupina obisce tri kraje, tretja skupina prav tako obisce tri kraje.
Podatki so torej: m =3, ny =4, ny =3, n3 = 3.

Dobimo stevilo moznosti:

m 3

[T =)' =] =D =(4-1)!-B-1)!-3-1)=6-2-2=24

i=1 i=1

S tabelo poglejmo nekaj kombinacij, da vidimo, koliko je moznosti glede na stevilo
krajev in glede na stevilo oseb (predpostavimo, da gre vsaka skupina v vse kraje):

st. krajev H 1 skupina ‘ 2 skupini ‘ 3 skupine H
1 ol=1 1-1=1 1-1-1=1
2 1'=1 1-1=1 1-1-1=1
4 31=6 6-6=36 6-6-6=216
6 5!=120 1202 =1,44 - 104 1203 = 1,728 - 108
8 71 =5040 5040% = 2,54 - 107 5040% =1,28 - 101!
10 9! = 362880 | 362880% = 1,317 - 10 | 3628803 = 4,778 - 10'6
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st. krajev H 10 skupin ‘ 100 skupin H

1 10=1 100 =1

2 10 =1 1100 =1

4 610 = 60466176 619 = 6,533186 - 107
6 120" = 6,1917 - 10*° 1201 = 8,281797 - 1027
8 504010 = 1,05756 - 10°7 | 5040'% = 1,75 - 1037

10 3628800 = 3,9504 - 1055 | 362880'%° = 9,46898 - 105

Tabela 5: Stevilo kombinacij glede na stevilo skupin in glede na stevilo krajev.

Vidimo, da stevilo moznosti z veCanjem Stevila izbranih krajev in z vecanjem
stevila skupin eksponentno narasca. Zato pisanje algoritma, ki pregleda vse moznosti
in poisce najcenejso, niti ni smiselno, saj bi ze pri malo skupinah in majhnem stevilu
krajev bilo vseh kombinacij prevec¢, in bi bil algoritem ¢asovno in prostorsko preslab.
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3 Opis problema matematicno

3.1 Matematicni model

Sedaj, ko smo problem razlozili na primeru, ga opisimo Se matematicno.

Osnovni vhodni podatki so:

N mnozica vseh krajev

n stevilo vseh krajev, n € N, n = |N| (n je majhen, npr. n < 10)

m Stevilo skupin potnikov, ki jih Zelimo razporediti, m € N (m < 50)
Ce i ozna¢uje skupino i, i = 1,...,m, velja:

N; mnozica krajev, ki jih Zeli obiskati skupina ¢, N; C N

n; stevilo krajev, ki jih Zeli obiskati skupina i, n; = |IN;|

Zi zacetni kraj za skupino i, Z; € N;

K; kon¢ni kraj za skupino ¢, K; € N;

2 ¢as (dan) zacetka potovanja za skupino i

i stevilo potnikov v skupini ¢

t; : N; = Ny funkcija, ki za skupino 7 pove, koliko ¢asa bo skupina v

posameznem kraju

Za matematicni opis bomo predpostavili, da sta zacetni in koncni kraj skupine
razlicna (Z; # K; zai=1,...,m). V praksi lahko upostevamo moznost, da je zacetni
kraj enak kon¢nemu. V tem primeru kraj podvojimo, skupina pa se odlo¢i, kdaj bo
imela ogled v njem (na zacetku ali na koncu), ¢e ga bo sploh imela. Ce je t;(Z;) = 0,
to pomeni, da skupina i v zacetnem kraju nima ogleda. Skupina torej ze na dan z;
leti v prvi notranji kraj in ima ta dan v njem ogled. Ce je t;(K;) = 0, skupina v
kon¢nem kraju nima ogleda. V tem primeru skupina le Se prileti v koné¢ni kraj in s
pristankom zaklju¢i potovanje. V tem primeru se dan, ko skupina prileti v kon¢ni
kraj, ne Steje ve¢ v ¢asovni interval potovanja. Predpostavili bomo, da v notranjih
krajih skupine morajo ostati vsaj en dan, torej ¢;(A) # 0 za A € N;\{Z;, K;}. Ce je
skupina v dolo¢enem kraju vsaj en dan, ima v njem zagotovo ogled.

Dodatni podatki, ki nam preprecujejo, da bi skupine poljubno razporedili, so:

p:N—-N

q : dnevi x N — Ny

p(A) je zgornja meja za Stevilo potnikov, ki lahko na
isti dan pridejo v kraj A € N in imajo v njem ogled

q(d, A) predstavlja stevilo potnikov, ki se lahko prispejo
na dan d v kraj A in imajo v njem ogled (ustreza temu,
da od p(A) odstejemo stevilo potnikov, ki imajo na dan
d v kraju A ogled in so to potniki Zze prej razporejenih
skupin)

dnevni stroski, ki jih imamo v posameznem kraju, ce ta
dan v ta kraj pride vsaj ena skupina in ima v njem

ogled in nima ta dan v tem kraju ogleda ze kaksna
skupina iz prejsnjih razporejanj; sicer stroskov ni
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Ko razporejamo skupine, moramo biti torej pozorni, da sStevilo prispelih potnikov,
ki imajo ogled, v kraju A na dan d, ni vecje od ¢(d, A). Ko preverjamo, ali na dan d
za kraj A k skupni ceni pristejemo ¢, primerjamo ¢(d, A) in p(A). Ce q(d, A) = p(A),
¢ pristejemo, ¢e pa q(d, A) # p(A), cene ¢ ne pristejemo.

Vhodni podatki so Se cene letalskih povezav med kraji. Mozne lete in cene med
kraji predstavimo z utezenim grafom ali matriko C:

graf:

(1)

Slika 4: Graf letov.

grafu prirejena matrika C:

0 10 35 15 45

10 0 20 o0 o
35 20 0 30 25
15 oo 30 0 &80
45 oo 25 80 O

Slika 5: Grafu letov prirejena matrika (vrednost co pomeni, da ni leta).

Graf smo predstavili kot neusmerjen, vendar je graf lahko tudi usmerjen in celo
¢asovno odvisen (cena povezave med dvema krajema je odvisna od dneva, ko se po-
tuje med krajema). Prav tako bi se lahko tudi dnevni stroski ¢ razlikovali od kraja do
kraja in bi bili celo ¢asovno odvisni.

Pogoj je, da zelimo direktne lete, torej se tocke ne smejo ponavljati.

Iz vhodnih podatkov lahko izracunamo c¢as zakljucka potovanja k; za skupino :

AeN;
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Dopustna resitev je mnozica funkcij g1, ..., gm, kjer je:
gi 4L niy = Ny gi(1) = Zi, gi(ni) = K.

Funkcija g; mora biti bijektivna, pove pa nam, kako bo skupina ¢ povrsti obiskovala
kraje. Torej, Ce je g3(4) = A, to pomeni, da bo ¢etrti obiskani kraj skupine 3 kraj A.
Pri ostalih pogojih za dopustnost in pri kriterijski funkciji bomo uporabili naslednji
pomozni oznaki:

1 ;& AeN;inz + Y/ t(g:(1)) = d in t;(A) # 0,
obisk(i,d, A) = kjer j = g; '(A),

0 ; sicer,

1

. ; ceq(d,A) =p(A)in Y7, obisk(i,d, A) > 1,
p0g0j<d,A>:{0 a(d, A) = p(A) in 31, obisk(i, d, A)

; sicer.
Vrednost obisk(i,d, A) nam torej pove, ali ima skupina i v kraju A na dan d ogled,

vrednost pogoj(d, A) pa, ali ima na dan d v kraju A ogled vsaj ena skupina in nima
ta dan v tem kraju ogleda kaksna od Ze prej razporejenih skupin.

Poleg pogoja, da mora biti funkcija g; bijektivna, mora za dopustnost veljati tudi:

> (obisk(i,d, A) - q;) < q(d,A), VAeN, d=minz,..., maxk;.

i=1

Kriterijska funkcija f je vsota celotnih stroskov za vse skupine, iS¢emo pa minimum:

m TLi—l max; kl
f(a1, - 0m) =D (D Catpgian) G+ >, > pogoj(d,A)-¢; iS¢emo min f.
i=1 j=1 d=min; z; AEN

Kriterijska funkcija lahko rac¢una tudi z neskon¢no. Namre¢, ¢e med krajema A; in
As ne obstaja letalska povezava, je Ca, 4, = 00. Ce je vrednost kriterijske funkeije
enaka neskonc¢no, to pomeni, da med dvema krajema ne obstaja letalska povezava,
torej resitev ni dopustna. Ce je min f = 0o, to pomeni, da naloga nima dopustne
resitve.

3.2 Problem razporejanja potnikov je NP-poln

Ce ho¢emo dokazati, da je problem razporejanja potnikov NP-poln, moramo najprej
pokazati, da problem spada v razred NP, nato pa moramo se znan NP-poln problem
polinomsko prevesti na ta problem [3]. Da dokazemo, da problem spada v razred NP,
moramo pokazati, da:

1. Je odlocitveni problem (odgovor je lahko le DA ali NE).

2. Za vsak vhod, ki ima odgovor DA, podamo dokaz, ki mora biti polinomske
velikosti v velikosti vhoda.
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3. Opisemo polinomski algoritem, ki sprejme vhodne podatke problema in dokaz
ter preveri, ali je dokaz pravilen.

Oznacimo odlocitveno varianto problema razporejanja potnikov s II. Vhodni po-
datki problema II so torej vsi vhodni podatki, ki smo jih opisali v prejsnjem razdelku,
in Se stevilo /. Zanima nas, ali lahko razporedimo potnike tako, da ustrezajo omejit-
vam in je skupna cena najvec £.

Trditev 3.1. II € NP.
Dokaz.

1. Problem je odlocitveni, saj lahko odgovorimo le z DA ali NE.

2. Kot dokaz podamo razporeditev potnikov. Ta razporeditev za vsako skupino
hrani zaporedje obiskov krajev skupine.

3. V polinomskem c¢asu lahko preverimo, ali razporeditev res razporedi potnike
tako, da ustrezajo omejitvam in je skupna cena najvec¢ ¢. Ta algoritem je poli-
nomski, saj moramo le preveriti, ali obstajajo neposredne povezave med kraji v
takem zaporedju, kot ga da resitev, in ¢e Stevilo potnikov v vsakem kraju vsak
dan ustreza omejitvam, nato pa moramo poleg tega preverjanja sesteti Se cene
letalskih povezav in k temu pristeti Se stroske ogledov ter pokazati, da je cena
najvec¢ £. To vse se lahko izracuna v polinomskem casu.

Torej problem II res spada v razred NP.

Najprej bomo poskusili pokazati, da je problem NP-poln, ¢e je stevilo krajev n
poljubno, stevilo skupin m pa omejimo.

Trditev 3.2. Problem razporejanja potnikov je za omejeno Stevilo skupin NP-poln.

Dokaz. Da dokazemo, da je problem razporejanja potnikov za omejeno Stevilo skupin
(oznacimo ga s II') NP-poln, moramo znan NP-poln problem prevesti na problem IT'.
Kot Ze znan NP-poln problem bomo vzeli problem trgovskega potnika (travelling
salesman problem, TSP) [4]. Pri odloéitveni varianti problema trgovskega potnika
imamo podan poln graf G z mnozico vozlis¢ V', mnozico povezav E in dolzinami
povezav e : E(G) — N,

€ij >0 y v (Z,j) GE,

ter Stevilo w. V tem grafu je treba poiskati obhod tako, da vsako vozlisce v, v € V,
obiscemo natanko enkrat in je dolzina obhoda najvec w.

Za prevedbo bomo graf G, ki je poln graf z n tockami, torej G = K,,, prevedli na
graf G* tako, da bomo podvojili tocko Z in vse njene povezave. Dobimo torej Se tocko
K. Stroske ¢ v posameznem kraju bomo dali na 0, skupina naj bo le ena (m = 1), v
njej naj bo 1 potnik, omejitev glede stevila potnikov v vsakem kraju A pa je enaka
stevilu vseh potnikov, torej 1. Cena letalske povezave med krajema ¢ in j je enaka
eij, { = w. Opisano prevedbo lahko izvedemo v polinomskem casu.

19



TSP o IT

TSP Ir

G G*

(G)— (GT),c=0,m=1, ¢ =1, p(A) = ¢ za vsak kraj A, Z podvojimo

Slika 6: Prevedba problema TSP na problem IT'.

Trgovski potnik ima v grafu G obhod z dolzino najve¢ w natanko tedaj, ko v grafu
GT obstaja pot od Z do K dolzine najvec /. B

Pri dokazu prejsnje trditve smo predpostavili, da je stevilo krajev n poljubno,
Stevilo skupin m pa smo omejili na 1. Sedaj bi radi dokazali §e nasprotno trditev. Ce
omejimo stevilo krajev (recimo n = 4) in je stevilo skupin poljubno, je problem se
vedno NP-poln.

Trditev 3.3. Problem razporejanja potnikov je za omejeno Stevilo krajev NP-poln.

Dokaz. Za dokazovanje te trditve bomo problem DELITEV (partition) prevedli na
problem razporejanja potnikov za omejeno Stevilo krajev (oznac¢imo ga s I1”). Pri
problemu DELITEV imamo danih k naravnih stevil C1, Cy, ..., Cy € N, vprasanje pa
je, ali lahko ta sStevila razdelimo na dva dela, ki imata enako vsoto, torej, ali obstaja
podmnozica I C {1,2,...,k}, tako da je

Y Gi= > G

iel i€{1,2,....k}\I

Problem DELITEV je NP-poln problem [5].

Za prevedbo vzamemo poljuben vhod za DELITEV: C1,Cs, ..., Cy € N. Priredimo
mu vhod za I1” tako, da vzamemo k skupin, m = k, kjer ima i-ta skupina 2-C; potnikov
(g;: = 2 - C;). Vse skupine zacnejo potovanje hkrati v kraju Z € N in ga zakljucijo v
kraju K € N, Z # K, obiscejo Se dva kraja (A; in Ay; Ay, Ay € N), v obeh krajih
so enako stevilo dni. Stroske ¢ v posameznem kraju damo na 0, prav tako damo na 0
cene letov, omejitev glede Stevila potnikov v vsakem kraju je enaka

k .
p(Ay) = p(dy) = =5 % e
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v zacetnem in kon¢nem kraju skupine nimajo ogleda, ¢ = 1. To prevedbo lahko
izvedemo v polinomskem casu.

Trdimo, da obstaja delitev, torej obstaja I C {1,2,...,k},dajezaCy,...,Cr € N:

Y Ci= > G,

iel i€{1,2,... .kI\T

natanko tedaj, ko obstaja dopustna resitev prirejenega problema razporejanja pot-
nikov (vsaka dopustna resitev ima skupno ceno enako 0 < 1 = /).

Najprej dokaz v desno stran. Recimo, da imamo mnozico I, ki resi problem delitev.
Potem gredo skupine, ki pripadajo mnozici I, najprej v kraj A; in nato v kraj A,
ostale skupine pa ravno obratno. V A; jih pride najprej ravno Z g = p(4y)

i je v kraju A
in v Ay druga polovica ( Z g; = p(As)), nato se zamenjajo. Torej, ¢e imamo

i je v kraju Ag
delitev in ¢e skupine potujejo, kot smo opisali, potem je zaradi omejitev glede Stevila

potnikov v vsakem kraju resitev dopustna.

Za dokaz v levo stran predpostavimo, da imamo potovanje, kot smo ga opisali. V

k ] k .
prvi kraj jih pride kvecjemu p(A;) = #, v drugega pa kvecjemu p(Az) = Zi:gl -

Ker morajo vse skupine ze prvi dan odpotovati bodisi v A; bodisi v As, jih v oba
kraja pride toéno 3%, ¢;. To nam da delitev C-jev, kot jo Zelimo. W

3.3 Zapis v obliki celostevilskega linearnega programa

Celostevilski linearni program [6] je matematicni program, ki zados¢a vsem pogojem
linearnega programa, le da so vse spremenljivke omejene na podmnozice celih Stevil.
Torej, o celostevilskem linearnem programu govorimo, ko gre za nalogo:

Pois¢i minimum (ali maksimum) funkcije ¢’z pri pogojih: Az < b, z > 0, kjer je
x celostevilski vektor ustrezne velikosti, ¢ in b sta realna vektorja ustreznih velikosti
in A je realna matrika ustrezne velikosti.

Po tem, ko smo v matematicnem opisu podali dopustno resitev, bi pricakovali,
da bodo spremenljivke celostevilskega linearnega programa funkcije g; iz dopustne
resitve. Vendar bomo namesto njih uporabili 0/1 spremenljivke. Torej imamo 0/1
linearni program.

Pri opisu 0/1 linearnega programa bomo uporabili naslednje oznake:
Skupine bomo oznacevali z indeksom ¢, kjer i € {1,... ,m}.
Kraje bomo oznacili s stevili od 1 do n, tekli bodo po indeksu j, torej j €

{1,...,n}.
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Z A bomo oznacili en dan po tem, ko skupina, ki zadnja zakljuc¢i potovanje,
zadnjic prespi. Namrec, ¢e ta skupina le leti v koncni kraj in je dolzina bivanja
v njem enaka 0, potrebujemo zaradi letov Se dan, ko skupina leti vanj. Pri
tem predpostavimo, da min; z; = 1. Ce je v vhodnih podatkih min; z; > 1,
v predpripravi vse premaknemo tako, da je min; z; = 1. Dan A torej ustreza
max; k; + 1. Dnevi bodo tekli po indeksu d, torej d € {1,..., A}.

Za skupino ¢ bomo oznacili mnozico dni, ko skupina biva v notranjih krajih, z
D, torej Dy = {2 +t(Zi), ..., ki — Li(K;)}.

V nadaljevanju bomo podali opis spremenljivk, povedali, ¢emu morajo zadoscati,
da ustrezajo dopustni resitvi, ter kdaj ima katera spremenljivka vrednost 0 in kdaj
vrednost 1.

Imeli bomo osnovni vektor x, ki predstavlja dopustno resitev oz. iz njega lahko
izracunamo funkcije g; iz dopustne resitve. Ker pa z enacbami za x ne bomo mogli
zagotoviti zaporednosti bivanja v krajih in z njim ne bomo mogli na enostaven nacin
zapisati kriterijske funkcije, si bomo pomagali s pomoznimi spremenljivkami (vektorji
yT,y~,z in 0), ki jih bomo opisali postopno v nadaljevanju, ko jih bomo potrebovali.

Vektor z

Vektor x pove, v katerem kraju skupina biva na doloc¢en dan, torej ta dan skupina
v tem kraju Se prespi:

S 1 ; ¢e skupina ¢ na dan d biva v kraju 7,
947 0 sicer.

V z poznamo za vsako skupino za zacetni in kon¢ni kraj, kdaj skupina pride vanju
in dolZino bivanja v teh dveh krajih. Ce skupina i na dan d biva v zacetnem kraju,
nastavimo ;7,4 = 1 in .54 = 0 za j € N;\{Z;}, sicer nastavimo z;z,4 = 0. Ce skupina
i na dan d biva v konénem kraju, nastavimo z;x,q = 1 in 2,54 = 0 za j € N;\{K,},

sicer nastavimo z;k,q = 0. Ce skupina i le leti iz kraja Z;, torej t;(Z;) = 0, je
Tiz.a=0zad=1,...,A. Prav tako, ¢e skupina i le prileti v kraj K, torej t;(K;) = 0,
jetik,a=0zad=1,... A, Za x vemo tudi, katere dni skupina ni na potovanju, za

tiste dneve nastavimo vrednosti za to skupino na 0. Prav tako vemo, katerih krajev
skupina ne obisce, za tiste kraje damo vrednosti za to skupino v x na 0. Za nekatere
spremenljivke v vektorju x torej ze na zacetku dolo¢imo njihove vrednosti. Za zacetni
in konc¢ni kraj so vse spremenljivke ze dolocene, torej moramo dolociti se vrednosti
v nekaterih spremenljivkah, ki predstavljajo notranje kraje skupin. Spremenljivke
morajo zadoscati pogojem, da je dolo¢ena skupina lahko le v enem kraju hkrati:

> wyja=1za i=1,...,m in de D, (3.1)
JENN\{Z;, K}

Veljati mora tudi, da je skupina ¢ v kraju j to¢no ¢;(j) dni:

Y myja=1t(j) za i=1,...,m in jeN\{Z, K;}. (3.2)
deD;
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7 vsem zgoraj opisanim smo zagotovili, da je skupina le v enem kraju hkrati, da je
v vsakem kraju toliko dni, kot mora biti, in da je na potovanju v pravilnem ¢asovnem
intervalu. Vendar moramo zagotoviti tudi, da je skupina ¢ v kraju j ¢;(j) dni zapored.
Za to si bomo pomagali z vektorjem y ™, ki predstavlja prihode v kraje, skupaj z njim
pa bomo uvedli se vektor y~, ki predstavlja odhode iz krajev.

Vektorja y* in y~

Vektor y* oznacuje prihode v kraje z ogledi, torej kateri dan v dolocen kraj
pride skupina in ima v njem ogled. Vektor y~ pa oznacuje dan, ko skupina odleti
iz dolo¢enega kraja. To je en dan zatem, ko je skupina zadnji dan v tem kraju. Ce
je to zacetni kraj skupine ¢ in v njem skupina nima ogleda, je to dan z;. Iz konc¢nega
kraja skupina ne leti:

+ 1 ; ¢e skupina ¢ na dan d pride v kraj 7 in ima v njem ogled,
Yija 0 ; sicer,

_ _}J 1 ; ceskupina i na dan d odleti iz kraja j,
Yijd =Y 0 sicer.

V T in y~ poznamo za vsako skupino za zacetni in kon¢ni kraj, kdaj ima skupina
v teh dveh krajih ogled, ¢e ga ima, in kdaj skupina odleti iz zacetnega kraja. Ce
ima skupina ¢ na dan d ogled v zacetnem kraju, nastavimo y;rZi 4 = 1, sicer nastavimo
y;rZid = 0. Ce ima skupina i na dan d ogled v kon¢nem kraju, nastavimo y;}(id =1,
sicer nastavimo ;. ; = 0. Skupina na dan z; + ¢;(Z;) odleti iz zaCetnega kraja, zato
nastavimo v, . ., 7y = 1 in za vse ostale dni d nastavimo y;, , = 0. Ker skupina
iz kon¢nega kraja ne leti, nastavimo vz, = 0zad = 1,...,A. Vemo tudi, katerih
krajev skupina ne obisce, za tiste kraje damo vrednosti za to skupino v y* in y~ na
0, in vemo, katere dni skupina ¢ ni na potovanju, za tiste dni, razen za dan k; + 1,
damo vrednosti za skupino ¢ v y™ in y~ na 0. Torej, za nekatere spremenljivke v
vektorjih y* in y~ Ze na zacCetku dolo¢imo njihove vrednosti. Za zacdetni in koncni
kraj so vse spremenljivke ze dolocCene, torej moramo dolociti Se vrednosti v nekaterih
spremenljivkah, ki predstavljajo notranje kraje skupin. Vrednosti za notranje kraje v
vektorjih ¥ in y~ dobimo iz vektorja x z enacbami (3.3) in (3.4):

—Zija-1) F Tijd — Yyja + Yga =0 za i=1,....m, d=2z,. .. k+1 (3.3)
in j € N;\{Z;, Ki}, kjer z5(;,—1) = 0,

y$d+y»;jd§1 za i=1,....m, d=2z;,...,ki+1 (3.4)
in jeN\{Z, K}

Z enacbami (3.4) zagotovimo, da skupina ne more na isti dan priti v kraj, imeti v
njem ogleda in odleteti iz njega.

Preverimo s tabelo, da dobimo v ¢y in y~ res pravilne vrednosti:
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‘ xij(d—l) Tijd H 0 O ‘ 0 1 ‘ 1 0 ‘ 1 1 ‘
Ui O 1] 0] 0
Yiid 0 0 1 0

S pomocdjo vektorja y zagotovimo zaporednost bivanja v dolocenem kraju, torej,
e je skupina i v kraju j ¢;(j) dni, je v tem kraju ¢;(j) dni zapored. Na prvi pogled
se zdi, da je to zagotovljeno zaradi optimalnosti (torej najcenejse resitve), a temu ni
tako. Ce si ogledamo to na preprostem primeru:

skupina i || ni | Zi | K | 2z | ¢ | (1) [ 6:(2) | £:(3) | t:(4) | t:(5) |
L [sfrfsfufift [ 3 [t ] 1] 1]

Ostali podatki so: ¢ = 2400, p(A) = 50 za vse A € N, vrednosti ¢(d, A) pa so:

MNAl1 2 3 4 5
1 [50 50 50 50 50
50 20 50 50 50
50 50 20 50 50
50 20 50 50 50
50 50 20 20 50
50 20 50 50 50
50 50 50 50 50

N O O = W N

Cene letov so:

0 10 200 100 100
10 0 10 10 10
200 10 0 50 100
100 10 50 0 50
100 10 100 50 O

Racun pokaze, da je optimalna resitev po dnevih:

dan |1 2 3 45 6 7
skupina 1 |1 2 2 2 3 4 5

in konc¢na cena je 7320. Ce pa ne upostevamo, da mora biti skupina v kraju j t;(j)
dni zapored, dobimo cenejso resitev:

dan |1 2 3 4
skupina 1|1 2 3 2

5 6 7
4 2 5
Njena cena je 4860.

Zaradi tega moramo zagotoviti to “zaporednost” s pomocjo vektorja y. A kaksna
naj bo enacba, da bo zagotovila, kar potrebujemo? Odgovor je preprost: skupina mora
imeti toliko prihodov v notranje kraje, kolikor notranjih krajev obisce. Torej v vsak
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notranji kraj pride le enkrat. “Zaporednost” bomo torej zagotovili tako, da bo stevilo
prihodov v notranje kraje enako stevilu notranjih krajev:
> Yoo yha=ni—2za i=1....m (3.5)
deD; jeN\{Z;,K;}
S pomocjo vektorja y* preverimo tudi, ali dopustna reSitev ustreza omejitvam
glede stevila potnikov ¢(d, A):

m

Y (Wha @) <q(d,j) za jeN in d=1,..., A (3.6)

i=1
Sedaj, ko smo zagotovili, da vektor x ustreza dopustni resitvi, moramo Se zapisati
enaCbo za kriterijsko funkcijo. Za to potrebujemo Se vektorja z in o.

Vektor z

Vektor z oznacuje lete med kraji, torej za vsak dan doloc¢imo, ali skupina leti med
dvema krajema:

1 ; c¢e skupina ¢ na dan d leti iz kraja j; v kraj 7o,

Fini2)d = ; sicer.

Za z vemo, katere dni skupina 7 ni na potovanju, za tiste dneve, razen za dan k;+1,
nastavimo vrednosti za to skupino na 0. Prav tako vemo, katerih krajev skupina ne
obisce, za tiste kraje pri z nastavimo za to skupino lete v te kraje in lete iz teh krajev
na 0. Ker skupina ne more leteti iz dolocenega kraja v isti kraj, nastavimo v vektorju
z vse lete iz kraja j v kraj j na 0 za vsak j = 1,...,n. Vektor z izra¢unamo s pomocjo
vektorjev y in y~:

2-y;']'-zd+2-yigld—?)-zi(jhh)d§ 24 bij,q za i=1,....m, d=2z,...,k;+1 (3.7)
in ji,j2 € Ny, kjer j1 # ja,
2 ij_Qd—FQ y;ld—3 . Zl'(j1,j2)d Z bide zZa Z: 1,...,m, d: Zi,...,k’i + 1 (38)
in ji,J2 € Ny, Kjer ji # ja,
—1 ; ¢e skupina ¢ na dan d prileti v kraj js in je to koné¢ni kraj
skupine ¢, v njem pa nima ogleda, torej j, = K; in

0 ; sicer.

kjer bz’jzd =

Preverimo s tabelo, da dobimo v z res pravilne vrednosti:

Vi Vi 00011011

Zi(j1,42)d 0 0 0 1

2 Yia t 2 Yija =3 Ziguga | 0 | 2 2 |1
ZiGjija)ds J2 =K, Gi(K;)) =0 | 0 | 1 | - | -
2 Yt 2 Yga =3 ZiGga || O | =1 ] - | -

Vektor z uporabimo za racunanje kriterijske funkcije. Ko jo racunamo, ga po-
mnozimo s ceno leta in Stevilom potnikov skupine, glej enac¢bo (3.11).
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Vektor o

Vektor o pove, kdaj ima vsaj ena skupina na dolocen dan v dolo¢enem kraju ogled:

o 1 ; ¢e ima na dan d v kraju j vsaj ena skupina ogled,
747 0 ; sicer.

Vektor o izracunamo iz y™:

—Y yfat+(m+1)-0a<m za jeN in d=1,... A, (3.9)
i=1

—Zy;;d—i—(m—l—l)-ojdzo za jEN in d=1,...,A. (3.10)
i=1

Preverimo s tabelo, da dobimo v o res pravilne vrednosti:

‘ ?Llygd HO‘m‘ 1,2,...,m—1‘
0jd 0 1 1
_22119;(1"‘(7”4‘1)'0]'(1 O 1 |mm-—1,...,2

Tudi vektor o uporabimo za racunanje kriterijske funkcije, pomnozimo ga z dnev-
nimi stroski.

Kriterijska funkcija je:

m A A
DD DD ZithindCigs) @i+ YD 0ja-Cja;  i8¢emo min, (3.11)

i=1 j1EN joeN d=1 jeN d=1
: 0 ceqld,j)#p(j),
Kjer ¢ja _{ c ; sicer.

Ce je vrednost kriterijske funkcije enaka neskon¢no, to pomeni, da resitev ni do-
pustna. Obstoj letov je namre¢ skrit v kriterijski funkeciji.

Bijekcijo zagotovimo z enacbami (3.1) - skupina je lahko le v enem kraju hkrati,
(3.2) - skupina ¢ mora biti v kraju j ¢;(j) dni in (3.5) - zaporednost bivanja v dolo¢enem
kraju. Da ne prekorac¢imo omejitve glede stevila prispelih potnikov z ogledom na dan
d v kraj j, zagotovimo z enacbo (3.6). Kriterijsko funkcijo pa dobimo z enacbo (3.11).

Se vprasanje, kako iz teh spremenljivk dobimo funkcije g; iz opisa dopustne resitve.
Zacetni in koncni kraj sta doloCena tudi, ¢e v njiju ni ogleda, torej ¢;(1) = Z; in
gi(n;) = K;. Ostale kraje dobimo iz z:

k—1

gi(k) = J, Ce xy5a =1, Kjer d =2+ t;(g:(1)) zai=1,...omink=2,...,n—1
=1
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4 Opisi algoritmov in primerjave med njimi

V tem poglavju si bomo ogledali tri razlicne algoritme, s katerimi lahko resujemo
problem razporejanja potnikov. Prvi algoritem je resevanje problema s sestopanjem,
drugi algoritem uporablja dinamic¢no programiranje, pri tretjem pa zacetno dopustno
resitev poisc¢emo s sestopanjem, nato pa se z 2-zamenami skusamo ¢im bolj priblizati
optimalni resitvi.

Najprej si bomo podrobneje ogledali vsak algoritem posebej, na koncu pa bomo
naredili primerjave med njimi (v kaksnih primerih se za boljSega izkaze algoritem s
sestopanjem in v kaksnih primerih algoritem z dinami¢nim programiranjem ter koliko
se z 2-zamenami priblizamo optimalni resitvi).

Na prilozeni zgoscenki je celoten program (vsi algoritmi), ki je napisan v pro-
gramskem jeziku C# [1]. V mapi TOP10 je osem datotek, od tega Sest s konc¢nico
.cs (vseh Sest skupaj predstavlja celoten program) in dve s koncnico .txt, ki pred-
stavljata vhodne in izhodne podatke. Datoteka C.cs vsebuje spremenljivke razreda
C, njegov konstruktor in metode tega razreda. Datoteka Dinamicno.cs vsebuje al-
goritem z dinami¢nim programiranjem. V datoteki Program.cs generiramo vhodne
podatke, jih zapisemo na datoteko, preberemo iz datoteke in poklicemo vse tri algo-
ritme. Datoteka Sestopanje.cs vsebuje algoritem s sestopanjem, datoteka Sestopan-
jeln2Zamena.cs vsebuje algoritem, ki najprej s sestopanjem poiscée zacetno dopustno
resitev, nato pa z 2-zamenami iS¢e cenejso resitev. Zadnja je datoteka Skupina.cs, ki
vsebuje spremenljivke razreda Skupina, njegov konstruktor in metode tega razreda.
Datoteka vhodniPodatki.txt vsebuje vhodne podatke, datoteka izhodniPodatki.txt pa
vsebuje vhodne podatke in resitve vseh treh algoritmov ter njihove rezultate meritev.

Preden pa opisemo algoritme, opisimo postopek, s katerim lahko pripravimo testne
vhodne podatke.

4.1 Generiranje vhodnih podatkov

Ce Zelimo testirati sledece algoritme, je potrebno napisati najprej algoritem, ki zgene-
rira vhodne podatke. Kot smo napisali Ze v razdelku 3.1, imamo za problem podane
naslednje podatke:

stKrajev ... mnozica vseh krajev (Stevilo krajev je enako 10), oznac¢imo jih
kar od 0 do 9

konstVMestu ... stroski, ki jih imamo v dolo¢enem kraju na doloc¢en dan, ce ta
dan v ta kraj pride vsaj ena skupina in ima v njem ogled

omPotnikov ... omejitev stevila prispelih potnikov z ogledom v doloc¢enem
kraju na doloc¢en dan

matrikaCen ... cene letov med kraji

stSkupin ... Stevilo skupin
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Za vse skupine imamo podane Se sezname:

stPotnikov
zacCas
zacKraj
konKraj
zacDolzina
konDolzina
ostaliKraji
dolzinaBivanja

stevilo potnikov v skupinah

zacetki potovanj za skupine

zacetni kraji za skupine

kon¢ni kraji za skupine

dolzine bivanj v zacetnih krajih

dolzine bivanj v konc¢nih krajih

seznami notranjih krajev, ki jih obis¢ejo skupine
seznami dolzin bivanj v vsakem notranjem kraju skupine

Najprej si oglejmo psevdokodo za algoritem, ki naklju¢no zgenerira podatke in jih

zapise na datoteko:

nastavi konstanti za podatka: konstVMestu, omPotnikov;

ustvari objekt za generiranje nakljuénih Stevil Random r, s pomoljo katerega

kasneje nakljuéno doloCamo vhodne podatke;

z dvojno zanko for zgradi matriko cen letov med kraji;

izberi Stevilo skupin;

za vsako skupino zgeneriraj in dodaj v sezname

{

Stevilo potnikov;

zaletek potovanja (&as);

zaCetni kraj in koncni kraj;

dololi dolZino bivanja v zaletnem in konénem kraju (e je dolZzina bivanja

v katerem od njiju enaka O, skupina tam nima ogleda; Ce je zaletni kraj

enak kon¢nemu, ima skupina lahko ogled bodisi na zacetku bodisi na koncu

bodisi nikoli);

dolo¢i Stevilo notranjih krajev, ki jih bo skupina obiskala = n;;

dokler ni izbranih n; krajev

{ izmed krajev, ki ostanejo, izberi kraj, ki ga bo skupina obiskala; }

za vsak kraj, ki ga skupina obiScCe, doloCi dolZino bivanja v njem;

izracunaj konec potovanja za skupino;

}

izracunaj zadnji dan potovanja vseh skupin;

za vsak kraj za vsak dan doloCi omejitev glede Stevila potnikov;

zapisSi podatke na datoteko;
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Deli kode izgledajo tako:

private static void GenerirajInZapisiPodatke()

{

const int konstVMestu = 2400;
const int omPotnikov = 50;

//na tem mestu inicializiramo spremenljivke, ki smo jih opisali na
//zaletku poglavja

List<int> konCas = new List<int>();
int[,] KrajMeja;

Random r = new Random(); //objekt za nakljucno generiranje Stevil

//zgradimo cene za letalske karte med kraji

matrikaCen = new int[stKrajev, stKrajev];

for (int i = 0; i < stKrajev; i++)

{
for (int j = 0; j < stKrajev; j++)
matrikaCen[i, j] = r.Next(20, 70);
matrikaCen[i, i] = O;
}

//za nekaj povezav dolo¢imo, da ne obstajajo
matrikaCen = IzberileteKiNeObstajajo(matrikaCen) ;

stSkupin = r.Next(l, 15);

//za vsako skupino posebej zgeneriramo vse podatke
for (int i = 0; i < stSkupin; i++)
{
//naredimo seznam vseh krajev, iz katerega potem izbiramo zacetni,
//konéni in notranje kraje za skupino
List<int> kraji = new List<int>();
for (int j = 0; j < stKrajev.Count; j++) kraji.Add(j);

stPotnikov.Add(r.Next (1, (omPotnikov / stSkupin) * 2));

//poskrbimo, da skupine potujejo v pribliZno enakem asovnem intervalu
zacCas.Add(r.Next (stSkupin) ) ;

zacKraj.Add (krajil[r.Next(stKrajev)]);
konKraj.Add(krajil[r.Next(stKrajev)]);

kraji.Remove(zacKraj[i]); kraji.Remove(konKraj[i]);

//odvisno od tega, ali sta zaletni in konéni kraj enaka ali ne,
//doloCimo, ali bo ogled na zaletku in na koncu, le na zaletku, le na
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//koncu ali nikoli

int ogled = r.Next(4 - Convert.ToIntl6(zacKraj[i] == konKraj[i]));
zacDolzina.Add((ogled % 2) * r.Next(1l, 5));
konDolzina.Add(Convert.ToInt16(ogled / 2) * r.Next(l, 5));

//dodamo notranje kraje
int stOstalihKrajev = kraji.Count();
List<int> ostaliKrajiZaSkupino = new List<int>();
int steviloNotranjihKrajev = r.Next(l, stOstalihKrajev + 1);
for (int j = 0; j < steviloNotranjihKrajev; j++)
{
ostaliKrajiZaSkupino.Add(krajil[r.Next(stOstalihKrajev)]);
kraji.Remove (ostaliKrajiZaSkupino[j]);
stOstalihKrajev--;
}
ostaliKraji.Add(ostaliKrajiZaSkupino) ;

//doloCimo dolZino bivanja v notranjih krajih

List<int> dolzinaBivanjaZaSkupino = new List<int>();

for (int j = 0; j < ostaliKrajiZaSkupino.Count; j++)
dolzinaBivanjaZaSkupino.Add(r.Next (1, 5));

dolzinaBivanja.Add(dolzinaBivanjaZaSkupino) ;

konCas.Add(IzracunajKonecCas(dolzinaBivanjaZaSkupino, zacCasl[i],
zacDolzina[i], konDolzinal[i]));

3

//za vsak dan za vsak kraj dolo¢imo omejitve glede Stevila prispelih
//potnikov z ogledom

int zadnjiObiskaniDanVsehSkupin = DobiMaxInt (konCas) ;

KrajMeja = new int[zadnjiObiskaniDanVsehSkupin + 1, stKrajev];

KrajMeja = NastaviKrajMeja(KrajMeja, stKrajev, omPotnikov);

//zapiSemo podatke na vhodno datoteko

ZapisiPodatke(stKrajev, konstVMestu, omPotnikov, matrikaCen, stSkupin,
stPotnikov, zacCas, zacKraj, konKraj, zacDolzina, konDolzina,
ostaliKraji, dolzinaBivanja, KrajMeja);

Razjasnimo nekatere vrstice iz kode:

const int konstVMestu = 2400;
Ceno bivanja v dolo¢enem kraju nastavimo na konstanto 2400.

const int omPotnikov = 50;

Stevilo potnikov, ki lahko na dolo¢en dan prispe v dolocen kraj in ima v njem ogled,
omejimo na konstanto 50.
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matrikaCen[i, j|] = r.Next(20, 70);

Cene letov med kraji naj bodo med 20 in 70 enot (r generira nakljuéna stevila in
r.Next (a,b) izbere naklju¢no celo stevilo, vecje ali enako a in manjse od b, r.Next (a)
pa izbere naklju¢no celo Stevilo, vecje ali enako 0 in manjse od a).

matrikaCen = IzberilLeteKiNeObstajajo(matrikaCen) ;
Nastavi cene nekaterih letov na —1, kar pomeni, da ti leti ne obstajajo.

List<int> kraji = new List<int>(stKrajev); for(...) ...;

Naredi seznam krajev, vanj shrani vse kraje, v katere je mozno iti. Ko izbere kraj iz
tega seznama za zacetni, koncni ali notranji kraj, ga izbrise iz seznama. To stori s
kraji.Remove(...);.

stPotnikov.Add(r.Next (1, (omPotnikov / stSkupin) * 2));
Ko za doloc¢eno skupino generiramo stevilo potnikov, omejimo, da potnikov ni prevec,
saj potem skoraj gotovo ne bi bilo dopustne resitve.

int ogled = r.Next(4 - Convert.ToInt16(zacKraj[i] == konKraj[i]));
Naklju¢no izberemo konstanto, ki pove, ali bo imela skupina ogled v zacetnem in
kon¢nem kraju, le v zacetnem kraju, le v koncnem kraju ali v nobenem od njiju.
Convert.ToInt16(zacKraj[i] == konKraj[i]) vrne vrednost 1, ¢e sta kraja enaka in
vrne vrednost 0, ¢e sta kraja razlicna. Torej, ce sta kraja enaka, je lahko vrednost
spremenljivke ogled enaka 0, 1 ali 2, ¢e pa sta kraja razli¢cna, je lahko vrednost enaka
0, 1, 2 ali 3. Vrednost 0 pomeni, da skupina nima ogleda niti v zacetnem niti v
kon¢nem kraju, vrednost 1 pomeni, da ima skupina ogled le v zacetnem kraju, vred-
nost 2, da ima ogled le v konénem kraju, vrednost 3 pa, da ima skupina ogled v
zacetnem in konc¢nem kraju.

zacDolzina.Add((ogled % 2) * r.Next(1l, 5));

Ce je vrednost spremenljivke ogled enaka 0 ali 2, je vrednost ogled % 2 enaka 0, torej
v zacetnem kraju skupina nima ogleda in je dolzina bivanja v njem enaka 0, ¢e pa je
vrednost spremenljivke ogled enaka 1 ali 3, je vrednost ogled % 2 enaka 1, torej v
zacetnem kraju skupina ima ogled in naklju¢no dolo¢imo, koliko dni biva skupina v
tem kraju (dolzina bivanja je med 1 in 4 dni).

konDolzina.Add(Convert.ToInt16(ogled / 2) * r.Next(1l, 5));

Ce je vrednost spremenljivke ogled enaka 0 ali 1, je vrednost Convert.ToInt16(ogled
/ 2) enaka 0, torej v koncénem kraju skupina nima ogleda in je dolzina bivanja v
njem enaka 0, ¢e pa je vrednost spremenljivke ogled enaka 2 ali 3, je vrednost
Convert.ToInt16(ogled / 2) enaka 1, torej v kon¢énem kraju skupina ima ogled in
naklju¢no dolo¢imo, koliko dni biva skupina v tem kraju (dolzina bivanja je med 1 in

4 dni).
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ostaliKrajiZaSkupino.Add(krajil[r.Next(stOstalihKrajev)]);

Izmed krajev, ki Se ostanejo v seznamu, izberemo enega od krajev in ga damo v sez-
nam krajev, ki jih bo skupina obiskala, nato ta kraj zbrisemo iz seznama krajev, ki
so Se na voljo za to skupino s kraji.Remove (ostaliKrajiZaSkupino[jl);.

KrajMeja = NastaviKrajMeja(KrajMeja, stKrajev, omPotnikov);

Za vsak kraj za vsak dan nastavimo, koliko potnikov Se lahko ta dan prispe v ta
kraj (ponekod damo omejitve nizje od omPotnikov, saj so lahko ze kaksni potniki od
prejsnjih razporejanj ta dan prisli v ta kraj).

4.2 Sestopanje

Sestopanje [2, 7, 8] je pristop v programiranju, kjer sistemati¢no pregledujemo vse
moznosti resitve. Postopek sestopanja je:

e na i-tem koraku naj bo S; mnozica moznih odlocitev

e isCemo resitev x = (z1,x9,...,x,), pri Cemer je x; € S; odloditev na i-tem
koraku

e Ce na i-tem koraku ni ve¢ dopustnih odlocitev, se vrnemo korak nazaj in izbe-
remo drug z;_1.

Sestopanje je torej sistematic¢en pregled drevesa vseh moznih resitev. Resitve prob-
lema so v listih drevesa ali pa je resitev pot od korena do lista. Ko neka pot od korena
do lista ni ve¢ obetavna, se vrnemo nazaj in poskusimo po drugi poti.

Da bomo lahko v algoritmih sploh kaj rac¢unali, potrebujemo razred Skupina, v
katerem imamo za dolo¢eno skupino shranjene vse podatke (Stevilo potnikov skupine,
zacetek potovanja za skupino, katere kraje Zeli skupina obiskati in dolzino bivanja v
teh krajih ter katera povrsti je ta skupina, ko beremo podatke iz datoteke (da vemo
na koncu za izpis resitve)).

Kako dela algoritem s sestopanjem:

V splosnem pri sestopanju resitev problema is¢éemo korakoma. Pri sestavljanju al-
goritma si pomagamo z algoritmom za razporejanje kraljic na sahovsko desko (glej [2]).
Za vsako skupino i posebej iS¢emo vektor z; velikosti |z;| = n;. IS¢emo povrsti po
skupinah.

Najprej dodamo vse zacetne in konéne kraje (¢e lahko), saj so ti ves ¢as fiksni (dan,
kraj), in tam, kjer skupine imajo v katerem od teh krajev ogled, od ¢(d;4, A), A €
{Z;, K;}, odstejemo ¢;. Ce zacetnih in konénih krajev ne moremo dodati, kon¢amo
(ni resitve).
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Torej, ¢e imamo m skupin, in zanje vektorje x1, s, ..., x,,, smo za vsak vektor
dolocili prvo in zadnjo komponento. Oznacimo stevilo notranjih krajev skupine i z j;.

Nato zacnemo pri prvi skupini. Recimo, da skupina zeli obiskati notranje kraje
ni1, N2, - - ., N1, - 1zbiramo kraj za x1,. Izracunamo, na kateri dan pride skupina v ta
kraj (z; +t1(Z1)). Poskusimo, ali je lahko x1, = n1;. Ce ta dan v ta kraj lahko pride
se ¢1 potnikov in Ce lahko letimo iz zaCetnega kraja v ta kraj, nastavimo x1, = nq;.
Sicer poskusimo enako za niy itd., dokler ne pridemo do kraja mq, ki ustreza tem
pogojem in nastavimo z, = nqk.

Nato izbiramo kraj za x;,. Ponovno izra¢unamo, na kateri dan pride skupina v
ta kraj (21 + t1(Z1) + t1(21,)). Poskusimo z, = ny;. Spet, ¢e ta dan v ta kraj lahko
pride Se ¢; potnikov in ¢e lahko letimo iz kraja x;, v ta kraj in e ta kraj ni Ze izbran,
torej x1, # m11, nastavimo xj, = nq;. Sicer poskusimo enako za njp (tu mora veljati
x1, # nig) itd., dokler ne pridemo do kraja nqy, ki ustreza tem pogojem in nastavimo
X1y = Nk

Torej, ko izbiramo kraj za x;,., izracunamo, kateri dan pride skupina v ta kraj
(21 + t1(Z2)) + =5 ti(x1,)). Zacnemo z ny;. Ce ta dan v ta kraj lahko pride $e ¢
potnikov in ¢e lahko letimo iz kraja z;,_, v ta kraj in Ce ne velja (z1, = ny || 21, =
ni || ... || 1,_, = n11), nastavimo z;, = nqy;. Sicer nadaljujemo dalje za nis (ne
velja (x1, = nig || 1, = naa || ... || 1., = n12)) itd., dokler ne pridemo do kraja
N1k, Ki ustreza tem pogojem in nastavimo zj, = ny.

Ko izbiramo zadnji notranji kraj, moramo preverjati se, ali lahko letimo iz tega
kraja v kon¢ni kraj.

Ko pridemo do konca prve skupine, znizamo omejitve za vse notranje kraje za
ustrezne dneve. Nato nadaljujemo enako za vsako naslednjo skupino.

1. Ce najdemo resitev za vse skupine, izracunamo ceno te resitve, in Ce je ta resitev
cenejsa od trenutno najboljse, nastavimo to resitev za najboljso.

Nato iS¢emo naslednjo resitev tako: recimo, da je za zadnjo skupino vektor zadnje
resitve enak (Zm, Tmy, Tmys - -+ Ty, » Km) i T, = Mg Potem zvisamo omejitve za
to skupino za vse notranje kraje za ustrezne dneve, zbrisemo kraj n,,; iz tega vektorja

in poskusimo nastaviti T,,; = n,k+1) tako kot prej. In tako nadaljujemo . ..

2. Ce pri nekem x; ne moremo nastaviti nobenega kraja, gremo na z; _, = n, ta
kraj odstranimo in poskusimo nastaviti x;, _, = n;41) tako kot prej. In tako nadalju-
jemo ...

Ce pri skupini ¢ ne moremo pri z;, nastaviti nobenega kraja, gremo eno skupino

nazaj, zvisamo omejitve za to skupino za vse notranje kraje za ustrezne dneve in
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iS¢emo za (1) naslednji ustrezni kraj tako kot prej. In tako nadaljujemo ...

J(i-1)
Ce pridemo do prve skupine in ne moremo nastaviti x1,, kon¢amo.
Najboljsa resitev je shranjena (ali pa je sploh ni).

Pa si poglejmo na primeru, kako dela algoritem s sestopanjem.

4.2.1 Primer

Podanih imamo 5 krajev in 3 skupine, torej n = 5 in m = 3 (kraje in skupine bomo
pri algoritmih oznacevali od 0 dalje in ne od 1, kot pri matemati¢énem opisu, saj se v
racunalnistvu vse zac¢ne z indeksom 0; zato bomo tudi v primerih algoritmov oznace-
vali kraje in skupine od 0 dalje). Podatki so:

skupina i || n | Zi | Ki | zi | ¢ | 6:(0) | £:(1) | t:(2) | :(3) | t:(4) |

0 5101 41225 1 1 1 1
1 412101310 1 1 1 2 -
2 411121611 1 3 1 4 -

Ostali podatki so: ¢ = 2400, p(A) = 50 za vse A € N, vrednosti ¢(d, A) pa so:

ANAlO 1 2 3 4

0 [50 50 50 50 50
30 50 50 50 50
50 20 50 50 50
50 50 20 50 50
25 50 50 30 50
50 25 50 50 50
50 50 35 50 50
50 50 50 50 50

50 50 50 50 50
14 |50 50 50 50 50

- O O s W N

Cene letov so:

0 20 oo 40 10
20 0 30 15 20
oo 30 0 25 o
40 15 25 0 40
10 20 oo 40 O

Najprej poskusimo dodati za vse skupine zacetni in koncni kraj:
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skupina ¢ ‘ k;

izracunamo prihode v kon¢ni kraj: (1) S
2 14

Torej moramo pogledati, ali lahko v kraje A na dneve d pride Se g; potnikov:

A 4i
25
10
11
0 (ni ogleda)
10
11

N O == N O
= =3 O O W N X

1

Ugotovimo, da lahko dodamo zacetne in konc¢ne kraje, in spremenimo ¢(d, A):

ANA| O 1 2 3 4
0 [50 50 50 50 50
1 |30 50 50 50 50
2 [25 20 50 50 50
3 |50 50 10 50 50
4 125 50 50 30 50
5 |50 25 50 50 50
6 |50 39 35 50 50
7 |40 50 50 50 50
8 |50 50 50 50 50
L 150 50 50 50 50
13 |50 50 50 50 50
14 |50 50 39 50 50

Sedaj za¢nemo s skupino 0: zanjo imamo vektor g, |zo| = 5, xo, = 0 in zo, = 4.
Dolociti moramo Se kraje za x,, Zo, in zo,:
Loy Lo, Lo, Loz Loy
0 1 ! 4
2

3
Znizamo omejitve, ki se ticejo skupine 0 (¢(3,1) = 50 — 25 = 25,¢(4,2) = 50 — 25 =
25,¢(5,3) = 50 — 25 = 25).

Nadaljujemo s skupino 1: zanjo imamo vektor i, |xi| = 4, 1, = 2 in x1, = 0.
Dolo¢iti moramo Se kraje za x1, in x1,:

IKraj je oznacen s sivo barvo, e ne ustreza.
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x10 .1’11 3312 33'13
2 1 0
3
Znizamo omejitve, ki se ticejo skupine 1 (¢(4,1) = 50—10 = 40, ¢(5,3) = 25—10 = 15).

Nadaljujemo s skupino 2: zanjo imamo vektor zy, |xo| = 4, 29, = 1 in x9, = 2.
Dolociti moramo Se kraje za xq, in xa,:
Loy T2, T2, T2g
1 0 2
3
Znizamo omejitve, ki se ticejo skupine 2 (¢(9,0) =50 — 11 = 39, ¢(10,3) =50 — 11 =
39).

Ker smo nasli resitev za vse skupine, izracunamo ceno. Dobimo vrednost: cena =
28660. To je trenutno najboljsa resitev.

Sedaj zvisamo omejitve, ki se ti¢ejo skupine 2 (¢(9,0) = 39 + 11 = 50, ¢(10,3) =
39 4+ 11 = 50), in is¢emo naslednjo resitev za skupino 2:
Loy L2, L2y T4

1 0 2
2
3
<+«
«

Ker ni nove resitve za skupino 2, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
za skupino 1: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 1, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 1:
(L’lo .1'11 ZE12 1713
2 1 0
—
3 1

Zmnizamo omejitve, ki se ticejo skupine 1.

Nadaljujemo s skupino 2:
Loy T2, T2y Tog
1 0 2
3
Zmnizamo omejitve, ki se ticejo skupine 2.

Ker smo nasli resitev za vse skupine, izracunamo ceno. Dobimo vrednost: cena =
26010. To je trenutno najboljsa resitev.

2Pusdica < pomeni, da smo prisli do zadnjega moznega kraja, in ker ne ustreza, gremo za eno
komponento nazaj.
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Sedaj zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 2, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 2:
Z’QO .Tzl .CE22 .T23
1 0 2
—
3
>
>

Ker ni nove resitve za skupino 2, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
za skupino 1: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 1, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 1:
1'10 Ill [E12 .1713
2 3 0
<«
H}

Ker ni nove resitve za skupino 1, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
za skupino 0: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 0, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 0:
ZEQO .Tol .CE02 ZB03 ZE04
0 1 2 4
(_)
3
>
«
3 1
«
2 1

Znizamo omejitve, ki se ticejo skupine 0.

Nadaljujemo s skupino 1:
Ty L1, T1, Ty
2 1 0
3

Znizamo omejitve, ki se ticejo skupine 1.

Nadaljujemo s skupino 2:
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x20 .1’21 3322 33'23
1 0 2
3

Zmnizamo omejitve, ki se ticejo skupine 2.

Ker smo nasli resitev za vse skupine, izracunamo ceno. Dobimo vrednost: cena =
28660. To ni trenutno najboljsa resitev.

Sedaj zviSamo omejitve, ki se ticejo skupine 2, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 2:
Toy T2, T2, 24
1 0 2
«—
3
«>
>

Ker ni nove reSitve za skupino 2, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
za skupino 1: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 1, in iS¢emo naslednjo resitev za
skupino 1:
(L’lo .%'11 ZE12 .Tlg
2 1 0
«—
3 1
Znizamo omejitve, ki se ti¢ejo skupine 1.

Nadaljujemo s skupino 2:
1’20 IL‘Ql [)322 .1723
1 0 2
3
Zmnizamo omejitve, ki se ticejo skupine 2.

Ker smo nasli resitev za vse skupine, izracunamo ceno. Dobimo vrednost: cena =
23610. To je trenutno najboljsa resitev.

Sedaj zvisamo omejitve, ki se ti¢ejo skupine 2, in iS¢emo naslednjo resitev za
skupino 2:
Loy X2, T2y Tz

1 0 2
H‘)
3
«o
<«

Ker ni nove resitve za skupino 2, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
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za skupino 1: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 1, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 1:
33’10 -Tll .CE12 .T13
2 3 0
(_7
H

Ker ni nove resitve za skupino 1, se vrnemo eno skupino nazaj in iS¢emo novo resitev
za skupino 0: zvisamo omejitve, ki se ticejo skupine 0, in iS¢emo naslednjo resitev za

skupino 0:
LCOO .CCOl IOQ .’IJOS LC04
0 3 2 4
o
<_)
H

Ker ni resitve za skupino 0, kon¢amo.

Najboljsa resitev je resitev s ceno 23610. Ta resitev je:

skupina ¢ H Tiy Tiy Tiy Tis Tiy
4

o O =

0 0o 3 2

1 2 3 1

2 1 0 3
Oglejmo si drevo stanj za ta primer:

Zo,
5602
513'03
5(711
1'12
5(721

1’22

resitev resitev resitev resitev

cena: 28660 cena: 26010 cena: 28660 cena: 23610
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4.3 Dinamic¢no programiranje

Dinamicno programiranje [2, 9, 10] je nac¢in reSevanja problemov, ki sestojijo iz pod-
problemov, konc¢na resitev pa je sestavljena iz delnih resitev. Ko na tekoc¢em koraku
ugotovimo, da delna resitev neke resitve ne vodi k cilju, to delno resitev zavrzemo.
Iz splosne narave problema izpeljemo pravila, s katerimi kré¢imo stevilo potencialnih
resitev. Dinami¢no programiranje temelji na pravilu optimalnosti, ki od problema, ki
ga resSujemo, zahteva, da mora vsako podzaporedje zaporedja odlocitev, ki generira
optimalno resitev, biti tudi optimalno.

Kako dela algoritem, ki uporablja dinami¢no programiranje:

Pri sestavljanju algoritma si pomagamo z dinamicnim algoritmom za resevanje
problema trgovskega potnika (glej [2]). Pri nasem algoritmu dela dinami¢no povrsti
po dnevih. Zakaj po dnevih in ne povrsti po skupinah, tako kot pri sestopanju? Ce
bi se namrec¢ lotili povrsti po skupinah, bi se lahko za neko skupino kot najboljse
zaporedje krajev pokazalo takrat, ko bi delali za to skupino, dolo¢eno zaporedje, a
ko bi iskali zaporedje za neko drugo skupino, se izkaze, da bi bilo za prejsnjo boljse
drugo zaporedje, npr. zaradi prekrivanja krajev.

Najprej preverimo, ali lahko dodamo vse zacetne in konc¢ne kraje, in ¢e jih lahko,
potem tam, kjer skupine imajo v katerem od teh krajev ogled, od ¢(d;a,A),A €
{Z;, K;}, odstejemo ¢;. Ce zacetnih in konénih krajev ne moremo dodati, kon¢amo
(ni resitve).

Nato za vsako skupino pogledamo, kdaj ima prvi premik. Iz tega dobimo dan d,
ko se zgodi “v splosnem” prvi premik.

Kako deluje po dnevih:

Najprej posebej pogledamo za dan d, katere vse skupine imajo premik. Za vsako
od teh skupin pogledamo, v katere vse notranje kraje gre, in naredimo vse mozne
kombinacije tako, da za vsako skupino izberemo en kraj.

Nato za vsako od teh kombinacij izracunamo ceno (cena leta iz zacetnega kraja
v ta kraj, pomnozena s Stevilom potnikov in pa stroski za vsak kraj, ki se ga obisce
in ge ni nobena skupina od prej prigla tja). Ce kakega leta ni ali ne more priti toliko
potnikov v kraj (ni dovolj kapacitet), zbrisSemo to kombinacijo.

Za vsako od teh kombinacij izracunamo za vsako od teh skupin, kdaj ima naslednji
premik.

Od vseh kombinacij in vseh skupin, ki Se niso imele premika, izra¢unamo, kdaj je
prvi naslednji premik, ta dan poimenujemo dan d.
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Vsaka od teh kombinacij je ena podresitev.

Nato delamo, dokler ne pridemo do zadnjega dneva:

Od skupin, ki Se niso imele premika, pois¢emo tiste, ki se premaknejo na dan d.
Za vsako od teh skupin pogledamo, v katere vse notranje kraje gre in naredimo
vse mozne kombinacije tako, da za vsako skupino izberemo en kraj.

Ce je vsaj ena taka skupina, potem:

Iz vseh “Se neuporabljenih” podreSitev naredimo vse mozne razlicne kom-
binacije, tako da dodamo k tistim skupinam v podresitvi, ki se premaknejo
ta dan, Se en kraj in te kombinacije skombiniramo z “novimi” skupinami.
Te podresitve postanejo “uporabljene”.
Tako dobimo vse mozne kombinacije premikov za ta dan.
Nato za vsako od teh kombinacij izracunamo ceno, to je minimum vsote,
sestavljene iz:

- cene ene od ustreznih podresitev

- za vsako skupino te podresitve, ki se premika, cene leta iz prejSnjega

kraja v ta kraj, pomnozene s stevilom potnikov

- za nove skupine cene leta iz zacetnega kraja v ta kraj, pomnozene s
stevilom potnikov

- stroskov za vsak kraj, ki se ga obis¢e in ni Se nobene skupine od prej
tam

Ce za kombinacijo ni dopustne resitve, zbriSemo to kombinacijo.

Za vsako od teh kombinacij izracunamo za vsako od teh skupin, kdaj ima
naslednji premik.

Vsaka kombinacija, ki ima resitev, je nova podresSitev.
Za vsako od teh kombinacij izracunamo za vsako od teh skupin, kdaj ima
naslednji premik.

Ce ni nobene take skupine, potem:

Od vseh “Se neuporabljenih” podresitev, kjer ima vsaj ena skupina ta dan
premik, naredimo vse mozne razliéne kombinacije, tako da dodamo k tistim
skupinam v doloceni podresitvi, ki se premaknejo ta dan, se en kraj. Te
podresitve postanejo “uporabljene”.

Tako dobimo vse mozne kombinacije premikov za ta dan.

Nato za vsako od teh kombinacij izracunamo ceno, to je minimum vsote,
sestavljene iz:

- cene ene od ustreznih podresitev
- za vsako skupino te podresitve, ki se premika, cene leta iz prejSnjega
kraja v ta kraj, pomnozene s stevilom potnikov
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- stroskov za vsak kraj, ki se ga obisce in ni Se nobene skupine od prej
tam

Ce za kombinacijo ni dopustne resitve, zbrisSemo to kombinacijo.

Za vsako od teh kombinacij izracunamo za vsako od teh skupin, kdaj ima
naslednji premik.

Vsaka kombinacija, ki ima resitev, je nova podreSitev.

Za vsako od teh kombinacij izracunamo za vsako od teh skupin, kdaj ima
naslednji premik.

Od vseh kombinacij in vseh skupin, ki Se niso imele premika, izracunamo, kdaj
je prvi naslednji premik, sedaj ta dan poimenujemo dan d.

Za zadnji dan dobimo le eno podresitev, to je koncna resitev.

Ker je pri dinami¢nem programiranju koncéna (optimalna) resitev sestavljena iz
delnih resitev, potrebujemo razred, v katerem imamo shranjene vse podatke o doloc¢eni
delni resitvi. Ta razred poimenujemo C. Podatki v tem razredu so:

- dan d, torej dan, za katerega iS¢emo optimalno delno resitev,
- skupine, ki se na ta dan premaknejo v drug kraj,

- katere vse kraje je vsaka skupina, ki je Ze na potovanju, ze obiskala, vkljucno z
danasnjim,

- kdaj skupina zapusti kraj, v katerega ta dan pride,

- vsi stroski, ki so nastali do tega dne (vkljuno s tem dnem) - cene letalskih kart
in stroski ogledov v krajih,

- ko za ta C najdemo najboljSo resitev, moramo shraniti, iz katere delne resitve
(torej nekega prejsnjega C-ja) smo dobili to resitev,

- katere vse prejSnje delne resitve so ustrezne za to delno resitev, da ko racunamo
minimum od C, vemo, katere vse podresitve gledati.

Pa si poglejmo na enakem primeru, kot smo ga naredili pri sestopanju, kako dela
algoritem, ki uporablja dinamic¢no programiranje.
4.3.1 Primer

Najprej preverimo, ali lahko dodamo zacetne in kon¢ne kraje. Ker jih lahko dodamo,
spremenimo ¢(d, A) kot pri sestopanju in izra¢unamo Se ceno za bivanje v teh krajih.
Ta cena je enaka 4 - 2400 = 9600.
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Nato za vsako skupino izracunamo, kateri dan se zgodi prvi premik:

skupina ¢ ‘ dan, ko se zgodi prvi premik

0 3
1 4
2 9

Izra¢unamo prvi dan, ko se zgodi premik: min{3,4,9} = 3. Pogledamo, katere
skupine imajo prvi premik ta dan, to je skupina 0. Za ta dan izracunamo posebej:

dan 3 : C({{0,1}},{0}) = co1 - 25 4+ 2400 = 2900 naslednji dnevi : {4}
C({{0,2}},{0}) = co2 - 25 + 00 = 0 zbrisemo

C({{0,3}},{0}) = co3 - 25 + 2400 = 3400 naslednji dnevi : {4}

Izra¢unamo konec: max{prihod v zadnji kraj za vsako skupino} = 14
Dokler dan < 14 delamo na enak nacin:

Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{4,9,4,4} = 4. Pogledamo,
katere skupine imajo prvi premik ta dan, to je skupina 1.

dan 4: [3] C({{0,1,2},{2,1}},{0,1}) =
min([ 1]+ 19 - 25 + g1 - 10 + 2400 + 2400) = 8750
naslednji dnevi : {5,5}

C({{0,1,2},{2.3}}.{0,1}) =
min([ 1]+ 19 - 25 + ¢35 - 10 + 2400 + 0) = 6300
naslednji dnevi : {5,6}

C({{0,1,3},{2,1}},{0,1}) =
min([ 1]+ 13 - 25 + a1 - 10 + 0 + 2400) = 5975
naslednji dnevi : {5,5}

C<{{07 L, 3}7 {2’ 3}}’ {07 1}) =
min(+c13 25 + 93 - 10 + 00) = o0
zbrisemo

6] C({{0,3.1},{2,1}}.{0,1}) =
min([ 2]+ e31 - 25 + o1 - 10 4 2400) = 6475
naslednji dnevi : {5,5}
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C({{0,3,1},{2,3}},{0,1}) =
min([ 2]+ c31 - 25 + o3 - 10 + 2400 + 0) = 6425
naslednji dnevi : {5,6}

C({{0,3,2},{2,1}},{0,1}) =
min([2]+ g0 - 25 + 1 - 10 + 2400 + 2400) = 9125
naslednji dnevi : {5,5}

9] C({{0.3,2},{2,3}}.{0.1}) =
min([ 2]+ 30 - 25 + a3 - 10 + 2400 + 0) = 6675
naslednji dnevi : {5,6}

[zracunamo naslednji dan, ko se zgodi premik:
min{9,5,5,5,6,5,5,5,5,5,6,5,5,5,6} = 5.

Pogledamo, katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.

dan 5 : C({{0,1,2,3},{2,1,3}},{0,1}) =
min([ 3]+ a3 - 25 + 13 - 10 + 2400) = 11925
naslednji dnevi : {6, 7}

C({{0,1,2,3},{2,3}},{0}) =
min((4]+ co3 - 25 + 2400) = 9325
naslednji dnevi : {6,6}

C({{0,1,3,2},{2,1,3}},{0,1}) =
min([5 ]+ e - 25 + 13 - 10 + 2400 + 2400,
[6]+ c12 - 25 + ¢13 - 10 + 2400 + 2400) =
min (11550, 12175) = 11550
naslednji dnevi : {6,7}

C({{0,1,3,2},{2,3}},{0}) =
min((7]+ c12 - 25 + 2400) = 9575
naslednji dnevi : {6,6}

C({{0,3,2,1},{2,1,3}},{0,1}) =
min([8]4 co1 - 25 + 13 - 10 + 0 + 2400) = 12425
naslednji dnevi : {6,7}

C({{0,3,2,1},{2,3}},{0}) =
min(@ + o1 - 25+ 0) = 7425
naslednji dnevi : {6,6}

Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{9,6,7,6,6,6,7,6,6,6,7,6,6} =
6. Pogledamo, katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.
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dan 6 : C({{0.1,2,3,4},{2,1,3}}. {0}) =
min( + C34 - 25,
+ Coq - 25,

[14]+ ¢1q - 25) =

min(12925, 00, 12925) = 12925
naslednji dnevi : {co, 7}

C({{0,1,2,3,4},{2,3,1}},{0,1}) =

HllIl( + C34 - 20 + C31 10 + O,

[13]4 ¢4 - 25 + €31 - 1040,

[15]+ c1a - 25+ 31 - 104 0) =
min (10475, 0o, 8075) = 8075
naslednji dnevi : {oo, 7}
Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{9, oo, 7, 00, 7} = 7. Pogledamo,
katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.

dan 7 : C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0}},{1}) =
mln( “+ c30 - 10,

+c10-10) =
min (13325, 8275) = 8275
naslednji dnevi : {oo, 00}

Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{9, 00,00, } = 9. Pogledamo,
katere skupine imajo prvi premik ta dan, to je skupina 2.

dan 9 : C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0},{1,0}},{2}) =
min([ 18]+ ¢1o - 11 + 2400) = 10895
naslednji dnevi : {o0, 00,10}

C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0},{1,3}},{2}) =
min([ 18]+ ¢13 - 11 4+ 2400) = 10840
naslednji dnevi : {oo, 00,13}
Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{oo, 00, 10, 00, 00, 13} = 10.
Pogledamo, katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.

dan 10 : C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0},{1,0,3}},{2}) =
min([19]+ co3 - 11 + 2400) = 13735
naslednji dnevi : {oo, 0o, 14}

Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{oo, 00, 13,00, 00,14} = 13.
Pogledamo, katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.
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dan 13 : C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0},{1,3,0}},{2}) =
min([20 ]+ c30 - 11 4 2400) = 13680
naslednji dnevi : {co, 00, 14}
Izra¢unamo naslednji dan, ko se zgodi premik: min{oo, 0o, 14, 00,00, 14} = 14.
Pogledamo, katere skupine imajo prvi premik ta dan, ni nobene take skupine.

dan 14 : C({{0,1,2,3,4},{2,1,3,0},{1,0,3,2}},{2}) =
min(—|— c30 - 11,
[22]+ - 11) =

min (14010, 00) = 14010
naslednji dnevi : {00, 00, 00}

Konéamo.
Koncéna vsota je enaka 14010 + 9600 = 23610.

Pogledamo nazaj, katere smo izbrali, da dobimo konc¢no resitev:

katera\skupina | 0 1
23

S W NN

W = O

E === =] N
[ J||co||©o|+—

W N —

Iz tega dobimo zaporedje potovanja (reSitev beremo od spodaj navzgor in na za-
¢etek dodamo Se zacetni kraj):

skupina 0|0 3 2 1 4
skupina 1|2 3 1 0
skupina 2 |1 0 3 2

Oziroma, ¢e si ogledamo resitev po dnevih (kraj je napisan s pomanjsano pisavo,
¢e skupina biva ta dan v njem, a v njem nima ogleda, in z rdeco pisavo, e je zacetni
ali kon¢ni kraj, skupina pa v njem nima ogleda):

dan |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

skupina0 |0 3 2 1 4
skupina 1 2 3 3 1 0
skupina 2 1 1+ 10 3 3 3 3 2
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4.4 Priblizevanje k optimalni resitvi z 2-zamenami

2-zamena je metoda lokalne optimizacije [11]. V nasem primeru jo definiramo tako:
podano imamo neko dopustno reSitev problema, za vsaj eno skupino izberemo 2 no-
tranja kraja in ju zamenjamo (s tem se lahko spremenijo tudi dnevi prihodov za kraje,
ki so med tema dvema krajema). Nato preverimo, ali je taka resitev dopustna, in e
je, izra¢unamo novo konéno ceno. Ce je prvotna cena vsaj tako dobra kot cene, ki jih
dobimo z 2-zamenami vseh moznih zamenjav, smo nasli lokalni minimum glede na z
2-zamenami doloc¢eno okolico resitve.

Kako dela algoritem, ki uporablja 2-zamene:

Najprej s sestopanjem pois¢emo prvo dopustno resitev in izracunamo njeno ceno.
Pregledamo vse mozne kombinacije dveh notranjih krajev za vsako skupino in nared-
imo vse mozne kombinacije iz teh kombinacij, tako da iz vsake skupine vzamemo eno
kombinacijo.

Potem delamo, dokler ne najdemo lokalno najboljse resitve:

Imamo podane neke ¢(d, A)
Za vsako od teh kombinacij:

Za vsako skupino poiscemo, na katerih indeksih sta ta dva kraja iz kombi-
nacije. Oznac¢imo indeksa z ¢ in j.

Odstejemo cene letalskih kart, pomnozene s Stevilom potnikov skupine,
med kraji na indeksih (i — 1,4), (¢,7 + 1),(j — 1,7) ter (j,7 + 1), Ce kraja
nista sosednja, oz. na indeksih (i — 1,4), (4,4) ter (7,7 + 1), ce kraja sta
sosednja.

Za vsako skupino zvisamo omejitve v vseh krajih, ki so trenutno na indeksih
med ¢ in 7, in ¢e se kje zgodi, da pri zvisevanju pridemo do tega, da v kraju
ni nobenega potnika, torej da q(d, A) = p(A), odstejemo za dan d, kraj A,
konstanto.

Nato za vsako skupino zamenjamo kraja na indeksih ¢ in 7, za kraje med
njima in za kraj na indeksu j izra¢unamo dneve prihodov vanje.

Za vsako skupino pristejemo cene letalskih kart, pomnozene s stevilom
potnikov, med kraji na indeksih (i —1,4), (¢,i+1), (j —1,J) ter (5,5 +1), ¢e
kraja nista sosednja, oz. na indeksih (z — 1,14), (¢,7) ter (4,7 + 1), Ce kraja
sta sosednja.

Za vsako skupino znizamo omejitve v vseh krajih, ki so trenutno na indeksih
med ¢ in j, in Ce se kje zgodi, da preden znizamo, je q(d, A) = p(A),
pristejemo za dan d, kraj A, konstanto.

Ce med kak$nima krajema na indeksih (i—1,4), (3,i+1), (j—1, ) in (5, j+1)
ni leta, potem koncamo za to kombinacijo (zanjo ni resitve).
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Ce pri zniZevanju omejitev pridemo kje do ¢(d, A) < 0, potem kon¢amo za
to kombinacijo (zanjo ni resitve).
Ce je ta cena cenejsa od trenutno najcenejse, nastavi najcenej$o ceno na to

ceno in trenutno najboljSo resitev na to resitev ter Se shrani ¢(d, A) za to
resitev.

Tako dobimo najboljso resitev kombinacij, ¢(d, A) za to resitev in ceno za to
resitev.

Ce je ta resitev lokalno najboljsa, jo shrani kot trenutno najbolj$o resitev in
ponovi spet za vse kombinacije . . .

Sicer koncaj. Lokalno najboljsa resitev je trenutno najboljsa resitev.

4.5 Rezultati in komentarji

Meritve so bile izvedene na racunalniku, ki ima vgrajen procesor Intel Pentium s
frekvenco 2,80 GHz in ima 2 GB pomnilnika. Vhodni podatki so bili izbrani nakljucno.
Rezultate bomo predstavili v treh tabelah. V prvi bo cas, ki ga je za resSitev potre-
boval algoritem s pomocjo sestopanja, v drugi bo cas, ki ga je za resitev potreboval
algoritem, ki uporablja dinami¢no programiranje, v tretji pa bo rezultat, s koliksno
natancnostjo se 2-zamene priblizajo najcenejsi resitvi. V prvih dveh tabelah je zelene
barve hitrejsa resitev. Po vrsticah imamo Stevilo skupin, po stolpcih pa stevilo no-
tranjih krajev.

Sestopanje:
] 2 3 4 5
1 <0.1ls <0.1s <0.1s <0.1s
2 <0.1s <0.1s <0.1s 0.3s
3 <0.1ls <0.1s 0.1s lmin 7.2s
4 <0.1s <0.1s 7.3 s 9 min 32.1 s
5) <0.1s 0.3 s 6 min 28.1 s
6 <0.1s 1.2s
7 <0.1s 0.8 s
8 <0.1s 45.6 s
9 <0.1ls 2 min 4.8 s
10 <0.1s 1h 4 min 29.5s
12 0.1s| 11 h 48 min 13.9 s
14 0.1s
16 || 1 min 14.3 s
18 52.2's
L 6 7 8 9
1 <0.1s 0.1s 1.6 s 29.0 s
7.9s 27 min 42.8 s | 49 h 44 min 40.5 s > 90 h

48




Dinamicno:

L 2 3 4 5
1 <0.1s 0.1s <0.1ls <0.1s
2 <0.1s <0.1s <0.1ls 0.3 s
3 <0.1s 0.1s 0.3 s 1 min 17.5 s
4 0.1s 0.3s 2.7 s 38 min 22.8 s
5) 0.2s 0.2s 17 min 56.7 s
6 <0.1s 27.5 s
7 <0.1s 30.6 s
8 <0.1s 5 min 58.9 s
9 0.3s 25.2 s
10 0.2s 22 min 57.3 s
12 0.1 s | 55 h 27 min 16.7 s
14 0.1s
16 0.1s
18 0.2s
] 6 7 8 9
1 0.1s 0.1s <0.1s 0.3s
2.1s 1 min 32.0 s 30 min 5.6s | 6 h 11 min 32.5s
2-zamene:

2 [ 3[4 ]5[]6 [ 7 ]8]09 ]
1,00 [ 1,00 | 1,05 | 1,00 | 1,57 | 1,44 | 2,30 | 2,57
1,00 | 1,11 | 1,25 | 1,00 | 1,30 | 1,25 | 1,11 | 1,30
1,00 | 1,20 | 1,00 | 1,07
1,00 | 1,07 | 1,00 | 1,50
1,00 | 1,00 | 1,01
1,00 | 1,02
1,00 | 1,19
1,00 | 1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

OO0 T = W DN+~

—
o

—_
[\

—_
S

Vidimo torej, da se v povprecju pri malo krajih za boljSega izkaze algoritem s ses-
topanjem, ¢e pa je notranjih krajev veliko, je boljsi algoritem, ki uporablja dinamicno
programiranje. Seveda so ¢asi odvisni od Stevila dopustnih resitev in pri dinamic¢nem
Se od ¢asovnih intervalov potovanja.
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Komentarji:

Pri rezultatih 2-zamen so rezultati odvisni od tega, kako so povrsti podani no-
tranji kraji pri vhodnih podatkih. Namrec, ¢e enake vhodne notranje kraje podamo
v druga¢nem zaporedju, dobimo drugacno zacetno resitev s sestopanjem in zac¢nemo
iskati resitev z 2-zameno z drugacno “prvo” resitvijo. Zato lahko dobimo tudi kon¢ni
rezultat drugacen.

Algoritme bi lahko izboljsali z raznimi spremembami, nekatere od njih so:

e Algoritme lahko dopolnimo Se s tem, da ¢e kaksna skupina obisce le en notranji
kraj, obravnavamo to podobno kot za zacetni in kon¢ni kraj v splosnem. Celo
potovanje te skupine je namrec¢ enolicno doloc¢eno, zato pri algoritmih vse po-
datke za to skupino dokon¢no nastavimo na zacetku (tako kot dodamo za ostale
skupine zacetni in kon¢ni kraj, za to skupino dodamo tudi notranjega). Potem
v nadaljevanju ne preverjamo nic¢esar za to skupino.

e Ce bi se potovanje vseh skupin, za katere is¢emo razporeditev, lahko razdelilo na
disjunktne casovne intervale, bi lahko iskali resitev za vsak ta interval posebej,
saj so neodvisni med sabo, s tem pa bi zelo skrajsali ¢asovno zahtevnost.

e Prisestopanju sedaj izracunamo ceno sele, ko najdemo dopustno resitev. Namesto
tega bi lahko ceno sproti racunali, in ¢e bi cena pri neki komponenti presegla
trenutno najboljSo resitev, bi sli za to komponento iskat naslednjo resitev.

e Lahko bi uporabili kaksno drugo lokalno optimizacijo ali hevristiko za priblize-
vanje k optimalni resitvi.

e Pri 2-zamenah sedaj na zacetku shranimo vse mozne kombinacije krajev, ki jih
lahko zamenjamo in potem za vsako to kombinacijo pogledamo, kaksna pride
cena, ¢e na njej naredimo 2-zameno. Ce bi se pojavil problem s prostorom zaradi
preve¢ kombinacij, bi lahko kombinacije izbirali sproti.

Problem bi lahko dopolnili tako, da bi bile cene za vsak kraj za vsak dan drugacne,
prav tako bi lahko bile cene letov vsak dan drugacne. Ce bi problem dopolnili tako, bi
v programu namesto konstante za ceno ogleda imeli tabelo cen ogledov glede na kraj
in dan, prav tako bi namesto ene tabele cen letov imeli vec¢ tabel cen letov (za vsak
dan eno) in bi bilo potrebno v algoritmih pri rac¢unanju cen dostopati do pravilnih
podatkov.

Pri celostevilskem linearnem programu bi se verjetno dalo Se kaksne spremenljivke
takoj dolociti (jih ne racunati z enacbami), ali pa za dneve, ko skupina ne potuje, in
za kraje, v katere skupina ne gre, sploh ne bi imeli spremenljivk. Potem bi bilo treba
spremeniti enacbo za racunanje vektorja o in za racunanje kriterijske funkcije.
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