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Povzetek

Markovske verige igrajo pomembno vlogo na razlicnih podrocjih, kot so biologija,
finance in industrijska proizvodnja. Uporabljajo se za modeliranje, kako se sistem
giblje med stanji v odvisnosti od ¢asa. Pri tem je klju¢no, da je za napoved prehoda
v novo stanje pomembna le informacija o trenutnem stanju, vso ostalo informacijo o
zgodovini sistema pa lahko pozabimo. Kadar nas zanima analiza stroskov ali dobicka
dolocene operacije, se na markovskih verigah vpelje Se dodatna informacija o ceni.

Ce sta ¢as in mnoZica stanj diskretna, govorimo o diskretnih markovskih verigah.
V posebnem zaporedju prvih £ ¢lenov diskretne markovske verige recemo slucajni
sprehod dolzine k. V realnih aplikacijah se pogosto izkaze potreba po izrac¢unu
povprecja cene slucajnega sprehoda dane dolzine z zacetkom v dolo¢enem stanju.
Ker analiticen izracun povprecja v praksi dostikrat ni mozen, je potrebno zagotoviti
vsaj dobre ocene. V doktorski disertaciji obravnavamo problem rac¢unanja ocene
povprecja cene sluc¢ajnega sprehoda.

V osnovnem problemu rac¢unanja ocene povprecja je sluc¢ajni sprehod podan s
prehodno matriko, neodvisno od ¢asa, podobno je njegova cena dolo¢ena s cenovno
matriko, prav tako neodvisno od ¢asa. V doktorski disertaciji ta problem posplosimo,
kjer dopustimo, da se prehodna in cenovna matrika na dolo¢en cCas spreminjata
v odvisnosti od danih parametrov. Najprej predstavimo algoritem za reSevanje
osnovnega problema. Ta je temeljni gradnik v vseh treh nadaljnjih algoritmih, ki
jih razvijemo za reSevanje posploSenega problema. Glavna ideja v vseh predlaganih
algoritmih temelji na uporabi metode Monte Carlo, ki omogoca, da oceno povprecja
pois¢emo s simulacijami.

Predlagane algoritme eksperimentalno ovrednotimo na testni mnozici podatkov.
Monte Carlo algoritem za reSevanje osnovnega problema primerjamo z algoritmom,
ki uporablja metodo difuzijskih valckov za ra¢unanje potenc matrik. Rezultati ka-
zejo, da Monte Carlo algoritem prekasa algoritem z valcki v vseh primerih. Nazadnje
med sabo primerjamo Se algoritme za reSevanje posploSenega problema. Prvi izmed
predlaganih se izkaze za nedvomnega porazenca, medtem ko med drugima dvema ni
vecjih razlik. Vseeno dajemo prednost drugemu izmed predlaganih algoritmov.

Math. Subj. Class. (2010): 60J22, 91G60

Klju¢ne besede: prehodna matrika, cenovna matrika, metoda Monte Carlo, slu-
¢ajni sprehod, diskretna markovska veriga.






Abstract

Markov chains play an important role in many fields as diverse as biology, finance and
industrial production. They are used for modeling how a system moves between the
states in time. The key property is that only the information about the current state
is important for the prediction of moving into a new state, while all the information
about the history of system can be forgotten. Whenever we are interested in the
analysis of the price or profit of an operation, additional information about the cost
is introduced to Markov chains.

If time and a set of states are discrete, we are talking about discrete-time Markov
chains. In particular, a sequence of the first £ items of discrete-time Markov chain
is called a random walk of length k. In real applications there is often a need for
calculating the average cost of a random walk of given length starting at certain
state. Since analytical computation of the average is often not possible in practice,
it is necessary to provide at least good estimates. In Thesis we consider the problem
of computing estimates of the average cost of a random walk.

In the basic problem the random walk is given by a transition matrix that is
time-independent and its cost is determined by the cost matrix that is also time-
independent. In Thesis this problem is generalized such that we allow the transition
matrix and the cost matrix to change at certain times depending on given parame-
ters. First, we present an algorithm to solve the basic problem. It is a fundamental
building block in all three subsequent algorithms that are developed to solve the
generalized problem. The main idea in all proposed algorithms is to exploit Monte
Carlo method, which allows to find estimates of the average by simulations.

The proposed algorithms are experimentally evaluated. Monte Carlo algorithm
for solving basic problem is compared to the one that uses diffusion wavelets method
for computing powers of matrices. Our results show that Monte Carlo algorithm
outperformed the one using diffusion wavelets. Finally, the proposed algorithms
for solving the generalized problem are compared to each other. The first of the
proposed algorithms proves to be the clear loser, while the performance of the other
two is not that different. However, the second one seems to have a slight advantage.

Math. Subj. Class. (2010): 60J22, 91G60

Keywords: transition matrix, cost matrix, Monte Carlo method, random walk,
discrete Markov chain.
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Uvod

Markovske verige so stohasti¢ni modeli, ki igrajo pomembno vlogo v Stevilnih apli-
kacijah na razli¢nih podrocjih kot na primer biologija [5, 37|, finance [16, 31], kemija
[26, 29|, psihologija [1, 6] in industrijska proizvodnja [8, 10]. V grobem lahko re-
¢emo, da se markovske verige uporabljajo za modeliranje, kako se sistem giblje med
stanji v odvisnosti od ¢asa. Prehodi med stanji sistema so doloCeni s pogojno verje-
tnostno porazdelitvijo, ki dodeli verjetnost prehoda v novo stanje glede na trenutno
stanje. Torej je za napoved prehoda v novo stanje sistema pomembna le informacija
o trenutnem stanju sistema, vso ostalo informacijo o zgodovini sistema pa lahko
pozabimo.

Markovska veriga je natanko podana z vektorjem, ki opisuje zacetno porazdelitev
stanj, in prehodno matriko, ki dolo¢a pogojno verjetnostno porazdelitev prehodov.
Velikokrat je podana samo prehodna matrika, pri ¢emer se potem tiho predposta-
vlja, da nas zanimajo vse zacetne porazdelitve. Zaradi izreka o popolni verjetnosti
zadostuje, da preuc¢ujemo samo taksne situacije, kjer je zacetek markovske verige v
poljubnem, vendar fiksnem stanju.

Markovski modeli se pogosto uporabljajo pri analizi stroskov ali dobicka dolo¢ene
operacije. To pomeni, da na markovski verigi uvedemo cenovno funkcijo. Informa-
cijo o cenovni funkciji podamo tako, da posameznemu prehodu priredimo njegovo
ceno, ki jo shranimo v cenovno matriko. V nadaljevanju nas zanimajo markovske
verige, opremljene z dodatno informacijo o ceni.

Kadar sta ¢as in mnozica stanj diskretna, govorimo o diskretnih markovskih
verigah. V posebnem zaporedju prvih k ¢lenov diskretne markovske verige recemo
sluc¢ajni sprehod dolzine k. V realnih aplikacijah se ¢esto kaze potreba po izra¢unu
povprecja cene slucajnega sprehoda dane dolZzine z zacetkom v dolocenem stanju
— dve taksni aplikaciji bomo predstavili v naslednjem razdelku. Kot bomo videli
v nadaljevanju, analiticen izracun povprec¢ja v praksi dostikrat ni mozen, zato je
potrebno zagotoviti vsaj dobre aproksimacije. V disertaciji obravnavamo problem
racunanja ocene povprecja cene slucajnega sprehoda.



1 Uvod

1.1 Motivacija

V tem razdelku obravnavamo potencialni aplikaciji, kjer je potrebno poznavanje
povprecja cene slucajnega sprehoda: sistem izposoje koles in prevoz blaga s tovor-
njaki. Prisistemu izposoje koles izpostavimo Se nekatere zanimive sorodne probleme.

1.1.1 Sistem izposoje koles

V mestih, kot so Pariz, Ljubljana in Benetke, je kolo postalo zelo popularno prevozno
sredstvo, saj je njegova uporaba med drugim prakti¢na, hitra, ucinkovita, prijazna
okolju in primerna tako za domacine kot turiste. Vsako mesto ima svojo razli¢ico
sistema izposoje koles. Vsak sistem ima doloceno Stevilo kolesarskih postajalisc,
enakomerno porazdeljenih po mestu v blizini mestnih znamenitosti.

Registriran uporabnik si lahko izposodi kolo na poljubnem postajaliS¢u in vrne
kolo na katerem koli drugem postajaliSs¢u. Prehodu iz enega postajalis¢a v drugo
preprosto recemo voznja. Razlicne kolesarske poti lahko veckrat dnevno prevozijo
razli¢ni registrirani uporabniki. Kolesa so razpolozljiva podnevi in ponoci. Nasice-
nost poljubnega postajalis¢a in povprasevanje po izposoji koles sta odvisna, zato sta
morda razli¢na po obdobjih posameznega dne.

Gibanje kolesa lahko opisemo z markovsko verigo, kjer kolesarska postajalisca
predstavljajo stanja, pripadajo¢o prehodno matriko pa lahko poiscemo takole. Pred-
postavimo, da za vsako kolo poznamo postajaliS¢i njegove izposoje in vrnitve skupaj
s ¢asom njegove izposoje in vrnitve. Opazujemo prevozene kolesarske poti med po-
stajalis¢i in po dolo¢enem casu izrac¢unamo frekvence pojavitev posameznih vozenj
iz vsakega postajalisca do vsakega drugega postajalisca. Tako iz zbranih podatkov
zgradimo prehodno matriko.

Vsakemu prehodu iz poljubnega postajalis¢a v poljubno postajalis¢e dolo¢imo
Se ceno prehoda. Na primer, za ceno prehoda lahko vzamemo razdaljo med po-
stajaliS¢ema, to je dolzino obstojece kolesarske poti. Zeleli bi izracunati povprecje
prevozenih kilometrov kolesa po k voznjah pri danem zacetnem postajalis¢u. To bi
zagotovo zanimalo lastnike sistema na primer za oceno, kdaj je treba kolesa servisi-
rati oziroma kdaj je treba kolo zamenjati.

V splognem je uporaba koles (izposoja in vrnitev) razli¢no porazdeljena skozi dan,
zato lahko loc¢eno obravnavamo prevozene kolesarske poti v recimo treh razli¢nih ¢a-
sovnih obdobjih dneva: dopoldan, popoldan in zvecer. Tako lahko konstruiramo tri
razlicne prehodne matrike, ki opisujejo prehode koles med postajami v dopoldan-
skem, popoldanskem in vecernem casu. 7Z drugimi besedami, prehodna matrika se
spreminja s ¢asom. Prav tako lahko ceno prehoda obravnavamo lo¢eno po obdo-
bjih. Na primer, dopoldan se uporabniki peljejo direktno na cilj, popoldan gredo
med potjo Se v trgovino in naredijo ovinek, zveCer pa krozijo naokrog. Ne samo, da
se prehodna matrika torej spreminja s ¢asom, tudi pripadajo¢a cenovna matrika se
spreminja s ¢asom.



1.2 Cilji in prispevki k znanosti

S sistemom izposoje koles so zanimivi $e drugi sorodni problemi. S strani uporab-
nika bi bilo idealno, ¢e bi si lahko kadar koli izposodil oziroma vrnil kolo na poljubni
postaji. Vendar pa lahko na najbolj obiskanih postajalis¢ih v prometni konici pride
do pomanjkanja prostih koles ali pa prostih mest za vrnitev koles. Nastali problem
se lahko reSuje s prerazporeditvijo koles po mestu z majhnimi tovornjaki — ¢e se po-
stajalisce prekomerno prazni, se kolesa pripeljejo, ¢e pa se postajaliSs¢e prekomerno
polni, se kolesa odpeljejo na bolj prazna postajalis¢a. Tako se poskusa enakomerno
porazdeliti kolesa po postajaliscih, da zadostijo ¢im ve¢jemu povprasevanju izposoje
koles. Ve¢ o tem problemu si lahko bralec prebere v |9, 12]. Problem povprasevanja
po uporabi in izposoji koles je podoben problemu razpolozljivih postelj v bolnisnici,
kjer morajo pacienti v primeru prezasedenosti oditi v drugo bolnisnico [2, 3]. Po-
doben problem se pojavi tudi v sistemu video na zahtevo, in sicer pri dodeljevanju
filmov vec¢kratnim streznikom [20, 21].

1.1.2 Prevoz blaga s tovornjaki

Osnovni koncept naslednje aplikacije je bil predstavljen v [19]. Recimo, da imamo v
lasti avtoprevoznisko podjetje, ki s tovornjaki dostavlja blago med razli¢nimi mesti.
Gibanje tovornjaka obravnavamo kot markovsko verigo, kjer mesta predstavljajo
stanja, pripadajoc¢o prehodno matriko pa lahko dobimo podobno kot v primeru
sistema izposoje koles. Prehodu tovornjaka iz enega mesta v drugo enostavno re¢emo
prevoz. Ceno prevoza naj predstavljajo stroski, ki jih naredimo pri dostavi blaga iz
enega mesta v drugo. Tokrat Zelimo izracunati povprecne stroske tovornjaka po k
prevozih iz danega zacetnega mesta.

Koncept lahko posplosimo. Ker mora voznik tovornjaka po osmih urah voznje na-
rediti osem ur premora, je prevoz blaga smiselno obravnavati v dveh delih — posebe;j
zjutraj in pozno popoldan. Pripadajo¢o markovsko verigo v tem primeru podamo
z dvema prehodnima matrikama. Podobno lahko tudi ceno prevoza obravnavamo
posebej zjutraj in pozno popoldan.

1.2 Cilji in prispevki k znanosti

V luéi razdelka 1.1 lo¢imo dva koncepta: osnovnega, kjer se prehodna in cenovna
matrika s ¢asom ne spreminjata, in splosnega, kjer dopus¢amo moznost, da imamo
za vsak ¢as n drugac¢no prehodno in cenovno matriko. Drugace receno, v osnovnem
problemu prehodna in cenovna matrika nista odvisni od ¢asa, medtem ko v sploSnem
sta. Posplositev osnovnega koncepta tako, da bo modeliral aplikaciji v razdelku 1.1,
predstavlja prvi cilj doktorske disertacije.

ReSevanje osnovnega problema je bilo na kratko obravnavano v [19], kjer avtorji
predlagajo algoritem, ki temelji na racunanju potenc prehodnih matrik. Njihov
pristop vkljucuje prevedbo problema na primerno integralsko obliko, diskretizacijo
integrala z neko napako in nato racunanje vsakega clena diskretizacije, zopet z neko
napako, z metodo difuzijskih val¢kov za izracun potenc prehodne matrike. Bolj



1 Uvod

podroben opis njihovega algoritma, ki ga bomo krajSe imenovali algoritem PDV,
bomo podali v razdelku 4.3. Na tem mestu je potrebno izpostaviti, da se metoda
difuzijskih valckov zadovoljivo obnasa v primeru, ko ima matrika nizek numeri¢ni
rang in je potenca oblike 2P za naravno $tevilo p. Algoritem PDV je torej omejen na
primer, ko ima prehodna matrika nizek numeri¢ni rang in je dolzina sprehoda enaka
k = 2P. Predstavitev drugacnega pristopa, ki je uporaben za poljubno prehodno
matriko in poljubno dolzino k, je naslednji cilj doktorske disertacije.

Poleg tega algoritma PDV ni mogoce uporabiti za reSevanje posplosenega pro-
blema. Glavni cilj doktorske je razvoj ucinkovitih metod za reSevanje slednjega
problema. Klju¢na ideja pri vseh predlaganih pristopih temelji na uporabi metode
Monte Carlo, ki omogoca, da oceno povprecja pois¢emo s simulacijami.

V disertaciji so predstavljeni naslednji prispevki k znanosti:

(i) Posplositev osnovnega problema. V osnovnem problemu racunanja ocene je
slucajni sprehod podan s prehodno matriko, neodvisno od c¢asa, podobno je
njegova cena dolo¢ena s cenovno matriko, ki je prav tako neodvisna od c¢asa
(glej podrazdelek 4.1.1). Problem je posplosen tako, da se prehodna in cenovna
matrika lahko na dolocen Cas spreminjata v odvisnosti od danih parametrov
(glej podrazdelek 4.1.2).

(ii) Razvoj metod za resevanje posploSenega problema. Predstavljeni so algoritmi
Povpre¢jeNehomogenel (PN1), Povpre¢jeNehomogene2 (PN2) in Povpredje-
Nehomogene3 (PN3) za reSevanje posplosenega problema (glej razdelek 4.2.1).
Algoritem PN1 je neposredna posplosSitev algoritma za reSevanje osnovnega
problema. Algoritem PN2 je nadgradnja algoritma PNT1 in prevede problem
na reSevanje posebnega posplosenega problema. Algoritemmn PN3 je nadaljnja
nadgradnja algoritma PN2 in resevanje posebnega posplosenega problema pre-
vede na reSevanje osnovnega problema.

(i) Eksperimentalna analiza metod. Vse metode so eksperimentalno ovrednotene
na testni mnozici podatkov (glej razdelek 5.1). Najprej se osnovni algoritem
Monte Carlo primerja z algoritmom PDV (glej podrazdelek 5.2.1). Nato se
med sabo primerja algoritme PN1, PN2 in PN3 (glej razdelek 5.2.2).

Deli doktorske disertacije so bili predstavljeni na mednarodni konferenci Inter-
national Workshop on Matrices and Statistics [34] in v znanstveni reviji [35].

1.3 Pregled vsebine

Uvodnemu poglavju doktorske disertacije sledi poglavje, ki podaja osnovne kon-
cepte v teoriji diskretnih markovskih verig in so potrebna podlaga za razumevanje
vsebine. Najprej predstavimo osnovne lastnosti markovskih verig, nato sledi njihova
klasifikacija. Poglavje zaklju¢imo z obravnavo limitne in stacionarne porazdelitve
markovske verige.



1.3 Pregled vsebine

V tretjem poglavju predstavimo osnovno idejo metode Monte Carlo za izra¢un
ocene povprecja, ki je temeljni gradnik nasih algoritmov. Podamo formalno analizo
natancénosti metode Monte Carlo, nato se posvetimo algoritmu za generiranje vzorca.
Posebno pozornost namenimo generiranju markovskih verig.

Cetrto in peto poglavje predstavljata osrednji del doktorske disertacije. Cetrto
poglavje je razdeljeno na tri glavne razdelke. V prvem razdelku formuliramo osnovni
problem za eno prehodno in cenovno matriko, ki ga nato posploSimo na poljubno
kon¢no mnogo matrik. V drugem razdelku je predstavljena resitev problema z upo-
rabo metode Monte Carlo. Najprej obravnavamo osnovni problem, nato pa razvi-
jemo tri algoritme za reSevanje posplosenega problema. V tretjem razdelku bralca
seznanimo Se z algoritmom PDV. V petem poglavju eksperimentalno ovrednotimo
metode, ki smo jih predstavili v ¢etrtem. V ta namen najprej opiSemo postopek
za generiranje testne mnozice podatkov. Posebej predstavimo Se postopek za gene-
riranje delno umetnih podatkov, ki opisujejo sistem izmenjave in uporabe koles v
Ljubljani. Poglavje zaklju¢imo z rezultati testiranj in njihovo analizo.

Zadnje, Sesto poglavje podaja opis opravljenega dela skupaj z ovrednotenjem
rezultatov. Izpostavimo Se predloge za nadaljnje delo.






2

Markovske verige v diskretnem casu

Recimo, da opazujemo poljuben sistem stanj v diskretnem casu n = 0,1,2, ... Naj
X, oznacuje stanje, v katerem se sistem nahaja v ¢asu n. Predpostavimo, da smo
trenutno v ¢asu n — 1, kar pomeni, da smo Ze obravnavali stanja X, Xy,..., X, _1.
Ali lahko uporabimo verjetnost za napoved stanja X, v ¢asu n? V splosnem je
stanje X,, odvisno od celotne zgodovine sistema Xy, X1, ..., X,,_1. Situacija se precej
poenostavi, ¢e je stanje X, pri dani celotni zgodovini Xy, Xq,...,X,,_1 odvisno le
od trenutnega stanja X, ;. To pomeni, da lahko za napoved stanja X,, pozabimo
vse o stanjih Xy, X1, ..., X,,_o, pomembna je le informacija o stanju X,,_;. Sistemu,
ki zados¢a tej lastnosti, pravimo, da zados¢a markovski lastnosti (Andrey Markov,
1900).

V tem poglavju bomo podali osnovne definicije in lastnosti diskretnih markovskih
verig. Pri tem ve¢inoma sledimo [24] in [32]. Na tem mestu bralca opozorimo, da
se bomo omejili na kon¢ne mnozice stanj, ¢eprav nekateri rezultati v nadaljevanju
veljajo tudi za neskon¢no Stevne mnozice stanj. Bolj poglobljeno analizo lahko bralec
najde v [4, 28].

2.1 Osnovne lastnosti markovskih verig

Naj mnozica T' = {0,1,2, ...} oznacuje diskreten c¢as in naj bo S kon¢na N-element-
na mnozica, ki jo poimenujemo mnoZica stanj, njene elemente pa stanja.

Slucajni proces je vsako zaporedje {X,}ner slu¢ajnih spremenljivk X,,,n € T,
katerih zaloga vrednosti lezi v .S. O¢itno morajo biti vse slucajne spremenljivke
diskretne. Zdaj lahko formalno definiramo markovsko verigo v diskretnem ¢asu.

Definicija 2.1.1. Slu¢ajni proces {X,, },er z diskretno zalogo vrednosti S je diskre-
tna markovska veriga, ¢e zados$ca naslednji markovski lastnosti

P(Xn = Sn | XO =50y 7Xn—1 = Sn—l) = P<Xn - Sann—l - Sn—1)7

za vsak n € T in vsako kon¢no zaporedje sg, s1,..., s, stanj iz S.
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Opomba 2.1.2. Poleg diskretnih markovskih verig poznamo tudi zvezne, ki pa ne
bodo predmet nasih obravnav. Zato bomo z markovsko verigo vedno mislili na
diskretno.

Kot smo ze v uvodu poglavja omenili, nam markovska lastnost pove, da novo
stanje markovske verige ni odvisno od celotne zgodovine slu¢ajnega procesa, ampak
samo od trenutnega stanja.

Definicija 2.1.3. Prehodna verjetnost p;j(n) iz poljubnega stanja s; € S v poljubno
stanje s; € S v ¢asu n je pogojna verjetnost

pw(n) = P(Xn = Sj |Xn—1 = Si)-

Markovska veriga je homogena, ¢e so prehodne verjetnosti neodvisne od c¢asa n:
plj(n) :P(XnZSj’Xn,1 :5i> :P(Xl :Sj’XOZSi>, TZET. (21)

V nasprotnem primeru recemo, da je veriga nehomogena.

V nadaljevanju se bomo osredotocili na homogene markovske verige. V tem pri-
meru poenostavimo oznako p;;(n) in piSemo p;;. Opazimo, da imamo N? prehodnih
verjetnosti p;; na prvem koraku, ki jih lahko zloZimo v matriko P dimenzije N x N

P11 P12 ... DIN

p p <o Da2nN
po| M

PN1 PN2 ... DNN

Matriki P re¢emo prehodna matrika. Vsaka prehodna matrika P, ki pripada homo-
geni markovski verigi, zadoS¢a pogojema:

0<p;; <1,1<4,5 <N, (2.2)
N

d py=L1<i<N. (2.3)
j=1

Matriki, ki zado$¢a pogojema (2.2) in (2.3), v linearni algebri re¢emo tudi stohasticna
matrika.

Na modelu vremenske napovedi, ki je primer diskretne markovske verige, si po-
glejmo, kako iz podanih pogojnih prehodnih verjetnosti zgradimo prehodno matriko
markovske verige.

Primer 2.1.4. Radi bi napovedali, kakSno bo jutri vreme v Ljubljani. Na voljo
imamo tri mozne vremenske napovedi: son¢no, oblacno ali dezevno. Predpostavimo,
da je jutrisnja napoved vremena odvisna samo od danaSnjega vremena. Poleg tega
naj velja naslednje: ¢e je danes son¢no, bo jutri obla¢no z verjetnostjo 0.35 in
dezevno z verjetnostjo 0.25; ¢e je danes obla¢no, bo jutri son¢no z verjetnostjo 0.25
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in dezevno z verjetnostjo 0.45; ¢e je danes dezevno, bo jutri son¢no z verjetnostjo
0.55 in oblacno z verjetnostjo 0.35.

Naj bo X, slu¢ajna spremenljivka, ki opisuje vreme v Ljubljani na dan n, defi-
nirana kot:

1, ¢e je son¢no na dan n,
X, =14 2, ce jeobla¢no na dan n,
3, ¢e je dezevno na dan n.

Potem je {X,,},er diskretna markovska veriga z mnozico stanj {1,2,3}. Iz danih
podatkov razberemo, da je pi1o = 0.35 in p;3 = 0.25. Iz enacbe (2.3) dobimo, da je
p11 = 0.40. Podobno dobimo Se preostale verjetnosti, ki jih nato zlozimo v prehodno
matriko:

0.40 0.35 0.25
P=|025 030 045
0.55 0.35 0.10

Informacije o prehodnih verjetnostih in prehodih med stanji lahko grafi¢no pred-
stavimo z usmerjenim grafom. Usmerjen graf sestavlja mnoZica vozlis¢ (v nasem
primeru je to mnoZica stanj S) in mnozica usmerjenih povezav, kjer je usmerjena
povezava definirana kot urejen par vozlis¢ (u,v). Usmerjeno povezavo oblike (u,u)
imenujemo zanka. Usmerjen sprehod dolzine k z zacetkom v vozlis¢u vy in koncem
v vozlis¢u vy, je zaporedje k usmerjenih povezav oblike (vg,v1)(v1,v2) -+ (Vk_1, Vk)-
Usmerjen graf je krepko povezan, ¢e za poljubni vozliséi u in v obstaja usmerjen
sprehod z zacetkom v u in koncem v v. Krepko povezanost lahko vidimo kot relacijo
na usmerjenem grafu. Ni se tezko prepricati, da je slednja relacija ekvivalenc¢na:
njene ekvivalen¢ne razrede imenujemo krepko povezane komponente.

Usmerjen graf predstavimo z matriko sosednosti, kjer je na (i, j)-tem mestu v
matriki vrednost 1, ¢e obstaja usmerjena povezava iz vozlisc¢a ¢ v vozlisce 7, sicer
zavzame vrednost 0. Oc¢itno je, kako iz prehodne matrike markovske verige dobimo
matriko sosednosti: Ce je p;; > 0, potem obstaja usmerjena povezava iz stanja s; v
stanje s;, zato na (7, j)-tem mestu v matriki sosednosti zapiSemo 1, sicer povezava
ne obstaja in je (i, j)-ti element enak 0.

Primer 2.1.5. Poglejmo si markovsko verigo z mnozico stanj S = {1,2,3,4,5,6}
in prehodno matriko

0 043 0 0.02 055 O
027 019 0 0.22 021 0.11
pP_ 0 0 0 0 0 1
019 077 0 0 0 0.04 |’
0.22 0.04 O 0 0.08 0.66
| 0 035 0.15 048 0.02 0 |
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Potem je
[0 1 011 0]
110111
00 0O0O01
A= 110001
110011
001 1 1 1 0|

njena pripadajo¢a matrika sosednosti. Usmerjen graf (glej sliko 2.1), ki pripada tej
matriki sosednosti, sestavlja mnozica vozlis¢ {1,2,3,4,5,6} in mnozica usmerjenih
povezav

{(1,2),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,4), (2,5),(2,6), (3,6), (4, 1), (4,2), (4,6), (5, 1),
(5,2), (5,5), (5,6), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)}.

Slika 2.1: Usmerjen graf, ki pripada markovski verigi v primeru 2.1.5.

2.1.1 Prehodna porazdelitev in zacetna porazdelitev

Naj bo {X, }ner homogena diskretna markovska veriga z zalogo vrednosti v N-
elementni mnozici S. Poglejmo si $e eno pomembno karakteristiko markovske verige
{ X, }ner in sicer zacetno porazdelitev, ki nam opise zacetek markovske verige. Za-
cetno porazdelitev predstavimo z vektorjem

(0 [ (0) _(0) (0)]

ﬂ-l ’71—2 70.-’7T-N
= [P(Xo = s1), P(Xo = $2),..., P(Xo = sn)].

Podobno za poljuben n € T predstavimo prehodno porazdelitev na n-tem koraku z

vektorjem
W(n) = [ﬂ-§n)a Wén)7 s 777-5\7[1)]

= [P(X, = 1), P(X,, = 82), ..., P(X,, = sn)].

10
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Verjetnostim P(X,, = s;), i = 1,2,..., N, reGemo brezpogojne verjetnosti stanj na
n-tem koraku. Ce poznamo zatetno porazdelitev 7(°) in prehodno matriko P, lahko
izra¢unamo poljubno prehodno porazdelitev 7™ markovske verige. V¢asih taksni
porazdelitvi re¢emo tudi inducirana porazdelitev (na n-tem koraku) markovske verige
s prehodno matriko P in zacetno porazdelitvijo 7(©).

Zanimajo nas torej brezpogojne verjetnosti stanj W](-") = P(X, = s;) za vsak
s; € Sinn e T. V ta namen zapiSimo P(X,, = s;) kot vsoto zaCetnih porazdelitev

verjetnosti in pogojnih verjetnosti:

-

P(X, =sj) = P(X, =s;|Xo=5;)P(Xo = s;)

1

(2

T OP(X, = s;| Xo = s5). (2.4)

-

i=1

Opazimo, da je dovolj poznati pogojno verjetnost P(X,, = s; | Xo = s;), ki jo imenu-
jemo prehodna verjetnost na n-tem koraku markovske verige. Zaradi poenostavitve
zapisa piSimo

o) = P(X, = 551 X0 = 5).

(n)

Prehodne verjetnosti na n-tem koraku p;;” lahko zapisemo v prehodno matriko

n-tega korake P™ dimenzije N x N:
(n)  (n) (n)
1

Py Py P

p — D21 P22 -+ Pon
m o

Pn1 Pn2 -+ PNN

Enakost (2.4) lahko zapiSemo v matri¢ni obliki kot produkt zacetne porazdelitve
verjetnosti in prehodne matrike n-tega koraka markovske verige:

7 — 20 p) (2.5)

Obravnavajmo najprej posebna primera P in PM. Za n = 0 o¢itno velja

1, ces;=sj,

0, ée s; 7é Sj. (26)

PE?):P(XOZSHXOZSDZ{

Torej je P = I identi¢na matrika dimenzije N x N. V primeru, ko je n = 1, pa
zaradi (2.1) velja

od koder sledi, da je P(") enaka kar dani za¢etni prehodni matriki P. Uporabimo
matemati¢no indukcijo in pokazimo, da za poljuben n € T velja zveza

P =P (2.8)

11
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Bazo indukcije za n = 0 in n = 1 smo pravkar pokazali. Predpostavimo, da zveza
velja za vse potence £k < n. Racunajmo:

pi}” = P(X,, = 55| Xo = s;)

= Z-P(Xn = 5; | Xpo1 = s, Xo = ) P(Xym1 = s | Xo = s1)

N
= Vs (2.9)

Dobljeno enakost (2.9) prepisimo v matri¢no obliko:
P = p-U.p,

Upostevajmo sedaj indukcijsko predpostavko P~ = P"~! in enakost (2.8) sledi.

Poglejmo si dve posledici enakosti (2.8). Ce upostevamo zadnjo enakost v (2.5),
potem lahko prehodno porazdelitev 7(™ izrazimo s prehodno matriko P in dano
zatetno porazdelitvijo 7(©):

7 = 7 Oprn,

Druga posledica pa nam da naslednjo enakost:

P(Xpim = 55| Xo = S0, s Xn = 8) = P(Xpprn = 5, | X = 5) = I, (2.10)
Naslednja trditev je posplositev enakosti (2.4).

Trditev 2.1.6. Prehodne verjetnosti n-tega koraka zadoséajo Chapman-Kolmogo-
rovim enacbam:

N
n+m n m
pz(j )= Zpgk)pl(i‘j)' (2.11)
k=1
Opomba 2.1.7. Enac¢be lahko zapiSemo v matri¢ni obliki: P+ = P p(m),

Dokaz: Ce zapiSemo enatbe v matritno obliko kot v (2.1.7), rezultat sledi nepo-
sredno iz (2.8). n

Primer 2.1.8. Gospa in gospod Novak ¢ez natanko en teden praznujeta svojo 50.
obletnico poroke. Praznovala bi jo rada na dvodnevnem oddihu na morju. Na

12
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morju bi rada prezivela sedmi in osmi dan, pri ¢emer danasnji dan Steje kot prvi
dan. Celoten znesek paketa stane 1500 evrov. RazmisSljata o zavarovanju potovanja,
ki jima v primeru, da sta oba dneva dezevna, povrnejo celoten znesek paketa, v
vseh preostalih primerih pa se jima na povrne ni¢. Zavarovanje stane 150 evrov.
Predpostavimo, da se vreme na morju spreminja kot v primeru 2.1.4. Ali naj par
zavaruje potovanje, ¢e vemo, da je danes son¢no vreme na morju?

Naj bo R vrednost, ki ga par dobi od zavarovalniSske druzbe. Kot v primeru
2.1.4 naj slucajna spremenljivka X,, oznacCuje vreme na n-ti dan. Ker je danes
son¢no vreme, velja X7 =1 in

{ 1500, ée X7 = Xg = 3,
R = .
0, sicer.

Od tod sledi:

E(R)=R-P(X;=Xg=3|X,=1)
=1500-P(Xg =3|X;=3,X,=1)-P(X; =3|X,=1)
= 1500 P(X, =3| X =3) - P(X¢ =3|Xo = 1)
= 1500 - ps3 - [P%)13

[ 0.40 0.35 0.25

=1500 - pg3 - | 0.25 0.30 0.45
| 055 0.35 0.10 |,

[ 0.3913 0.3333 0.2754
= 1500 - p33 - | 0.3913 0.3333 0.2753
| 0.3913 0.3333 0.2754

= 1500-0.10 - 0.2754
= 41.31.

6

13

Torej bi v povpre¢ju par dobil povrnjenih le 41,31 evrov, kar je manj od 150 evrov
zavarovalnine, zato se taksno zavarovanje ne splaca. Pozoren bralec bo opazil, da
je verjetnost, da bo oba dneva dezevalo, pri pogoju, da je danes son¢no, enaka 2,7
odstotka.

2.2 Klasifikacija stanj in verig

Elemente mnozice S, torej stanja homogene diskretne markovske verige {X,,}ner
lahko pogosto klasificiramo na razli¢ne nacine, odvisno od fundamentalnih lastnosti
sistema. Glede na klasifikacijo stanj je mozno dolo¢iti dolocene razrede verig.

2.2.1 Nerazcepnost in periodi¢nost

Definicija 2.2.1. Naj bosta s; in s; poljubni stanji v .S. Stanje s; je dosegljivo iz
stanja s;, ¢e velja pg) > 0 za nek n > 0. V tem primeru piSemo s; — s;.

13
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Opomba 2.2.2. Stanje s; je vedno dosegljivo iz stanja s;, ker je pl(-?) =1>0.

Stanje s; je torej dosegljivo iz stanja s;, ¢e obstaja pozitivna verjetnost, da
pridemo iz s; v s; v kon¢no mnogo korakih. Ce lahko pridemo iz 5; V s; V enem
koraku, recemo, da je s; dosegljivo v enem koraku iz s;. Ce pa s; ni dosegljivo iz s;,
to med drugim pomeni tudi, da veriga, ki zacne v s;, nikoli ne obisce s;.

Ker lahko prehodni matriki markovske verige priredimo usmerjen graf, lahko
dosegljivost stanj interpretiramo v jeziku teorije grafov. Stanje s; je dosegljivo iz
stanja s; natanko tedaj, ko v pripadajofem usmerjenem grafu obstaja (koncen)
usmerjen sprehod z zacetkom v s; in koncem v s;. V posebnem, s; je dosegljivo v
enem koraku iz stanja s; natanko tedaj, ko obstaja usmerjena povezava (s;, s;).

Definicija 2.2.3. Poljubni stanji s; in s; v S sta povezani med seboj, Ce je stanje

s; dosegljivo iz stanja s; in stanje s; dosegljivo iz s;. Tedaj piSemo s; <+ s;.

Povezanost <+ lahko interpretiramo kot relacijo na mnozici stanj. Ni se tezko
prepricati, da veljajo naslednje tri lastnosti:

e refleksivnost: s; < s;,

e simetri¢nost: s; <> s; = s; <> 5y,

e tranzitivnost: s; <> s; In s; <> S, = 5; <> Sj.
Torej je <+ ekvivalen¢na relacija, ki razbije mnozico S na disjunktne ekvivalenc¢ne
razrede, ki jih imenujemo povezanostni razredi. Na tem mestu bralca opozorimo,
da povezanostni razredi sovpadajo s krepko povezanimi komponentami na pripa-

dajocem usmerjenem grafu v smislu, da vozlis¢a v krepko povezani komponenti
predstavljajo natanko povezanostni razred relacije <> na S.

Primer 2.2.4. Na sliki 2.2 je prikazan usmerjen graf, ki pripada neki markovski

verigi z mnoZico stanj S = {1,2,3,4,5,6}. Vidimo, da graf oziroma markovska
veriga razpade na Stiri povezanostne razrede:

{1}, {23} {45} {6}

Opazimo Se nekaj. Prva dva razreda se razlikujeta od zadnjih dveh. Ce veriga pride
recimo v razred {4,5}, potem nikoli ve¢ ne zapusti tega razreda. To ne velja na
primer za razred {2, 3}.

V luéi zadnjega primera uvedemo pojem zaprte mnozice.

Definicija 2.2.5. Neprazna podmnozica stanj Z C S je zaprta, ¢e nobeno stanje,
ki lezi izven Z, ni dosegljivo iz nobenega stanja v Z.

14
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Slika 2.2: Usmerjen graf.

Ce je Z zaprta mnozica in s; € Z, medtem ko s; ¢ Z, potem velja pz(?) =0 za

vse n € T. Drugace receno, ko enkrat vstopimo v zaprto mnozico, je ne moremo
vec zapustiti.

Vsaka markovska veriga vsebuje vsaj eno zaprto mnozico, in sicer mnozico vseh
stanj S. Zaprti povezanostni razredi so Se posebej pomembni, ker razbijejo verigo
na manjse, bolj obvladljive dele.

Definicija 2.2.6. Ce markovska veriga ne vsebuje nobene prave zaprte podmnozice
razen mnozice vseh stanj S, potem je veriga nerazcepna. V nasprotnem je razcepna.

Naslednja trditev podaja odnos med dosegljivostjo, povezanostjo, razcepnostjo
in krepko povezanostjo. Dokaz prepus¢amo bralcu.

Trditev 2.2.7. Za markovsko verigo so ekvivalentne naslednje trditve:

(i) Veriga je nerazcepna.

(11) Veriga vsebuje en sam povezanostni razred.
(1ii) Vsako stanje verige je dosegljivo iz vsakega drugega stanja verige.
(iv) Poljubni dve stanji verige sta povezani.

(v) Graf, prirejen markovski verigi, je krepko povezan.

Opomba 2.2.8. Iz racunskega vidika je testiranje krepke povezanosti usmerjenega
grafa enostavno: z uporabo algoritma za pregled grafa v globino lahko v linear-
nem casu v velikosti vhodnih podatkov preverimo, ali je dani usmerjen graf krepko
povezan.

Primer 2.2.9. Oglejmo si usmerjen graf na sliki 2.3, ki pripada neki markovski
verigi z mnozico stanj S = {1,2,3,4}. Ocitno je ta markovska veriga nerazcepna.
Vendar pa lahko v tem primeru obnasanje verige nadalje poenostavimo na podlagi
naslednjega premisleka: ¢e se veriga v nekem ¢asu nahaja v mnozici C; = {1,3},
potem se bo v naslednjem koraku nahajala v mnozici Co = {2,4} in obratno. Veriga
torej alternira med dvema mnozicama: ¢e je Xy € C', potem vemo, da velja

X1 € 027X2 S Cl,Xg GCQ,X4 S Cl,...
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Slika 2.3: Usmerjen graf.

Naslednji pomemben koncept, ki si ga bomo ogledali, je (a)periodi¢nost. V na-
daljevanju bomo najvecji skupni delitelj podmnozice X C N naravnih Stevil oznacili
z D(X).

Definicija 2.2.10. Perioda d(s;) stanja s; € S je definirana kot

d(s;) = D({n > 1]p{" > 0}),
(n)

pri ¢emer je d(s;) = oo, Ce je p;;’ =0 za vse n > 1. Ce je d(s;) = 1, re¢emo, da je

stanje s; aperiodic¢no.

Perioda stanja s; je torej najvecji skupni delitelj mnozice ¢asov, ko se veriga s
pozitivno verjetnostjo vrne v s;, pri pogoju, da smo zaceli v stanju X, = s;.

Trditev 2.2.11. Stanje s; je aperiodicno natanko tedaj, ko obstaja ng € T, da je
P >0 za vse n > np.

(n)

73

Dokaz: Ce obstaja ny € T, da je p
aperiodi¢no stanje.

> 0 za vse n > ng, potem je s; oc¢itno

Za dokaz obrata pokazimo najprej naslednjo pomozno trditev: za poljubno fiksno
naravno Stevilo k obstaja naravno Stevilo ng, da velja

{no,no—f- 1,n0+2,...} - {n1k+n2(k+ 1) |n1,n2 € NU{O}}

Res. Fiksirajmo naravno stevilo k. Ce je n > k%, potem obstajata nenegativni celi
Stevil m,d > 0, da velja n — k? = mk + d in d < k. Torej lahko n zapiSemo v obliki
n=(k—d+m)k+d(k+1), zato je

n € {nik +no(k+1)|ni,ng € NU{0}}.

Z drugimi besedami, ng = k? je iskano $tevilo in pomoZna trditev je s tem dokazana.
Naj bo s; aperiodi¢no stanje in naj bo J(i) = {n > 1 |p§f) > 0}, kjer je D(J(i)) = 1.
Ocitno je J(i) zaprta za seStevanje: ker velja

Pt > plmplm)

jen+m € J(i), ¢ejen,m € J(i). Po pomozni trditvi je torej dovolj pokazati, da J(7)
vsebuje dve zaporedni naravni $tevili £ in k + 1. Recimo, da J(¢) ne premore dveh
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zaporednih naravnih stevil. Naj ¢ > 2 oznacuje minimalno razdaljo med elementi v
J (7). Ker je D(J(i)) = 1, mora J(i) vsebovati naravno Stevilo n, oblike

n=mt+d, (2.12)

za neko nenegativno celo $tevilo m in neko naravno $tevilo d € {1,2,...,t — 1}.
Izberimo sedaj dve $tevili v J(¢) na minimalni razdalji ¢, recimo ny,ny +t € J(i).
Ker je J(i) zaprta za seStevanje, je a(ny +t) € J(i) in n + bny € J(i) za poljubni
naravni Stevili a,b € N. Pokazimo, da lahko izberemo taksni naravni Stevil a in b,
da je razdalja med a(n; +t) in n+ bn; manjsa kot t. UpoStevajmo (2.12), pa imamo

a(ni+t)—n—bny = (a—bny + (a —m)t — d
in za a = b =m + 1 dobimo
alni+t)—n—bny=t—d<t.

To je v protislovju s tem, da je minimalna razdalja med elementi v J(i) enaka
t. Zaklju¢imo, da J(i) premore dve zaporedni naravni Stevili. S tem je trditev
dokazana. n

Izrek 2.2.12. Naj bo { X, }ner nerazeepna in naj bo sy aperiodicno stanje. Potem
(n)

za poljubi stanji s;,s; € S obstaja ng € T, da je p;;” > 0 za vse n > ny.

Dokaz: Fiksirajmo s;,s; € S. Ker je {X, }ner nerazcepna, obstajata r,s > 0, da
velja pl(,:),p,(;) > 0. Ker je s;, aperiodi¢no stanje, obstaja nj € T, da je p,(cn) > 0 za
vse n' > n{. Naj bo ng =r + n{ + s. Potem je

Py = o iy > 0

zavsen=r+n + s> ny. n

V splosnem imajo razli¢na stanja lahko razli¢cno periodo. Toda izrek 2.2.12 med
drugim pove, da se to lahko zgodi samo v primeru, ko je veriga razcepna.

Posledica 2.2.13. Vsa stanja v povezanostnem razredu imajo enako periodo.

Definicija 2.2.14. Markovska veriga je aperiodi¢na, ¢e so vsa stanja aperiodi¢na.
V nasprotnem je periodi¢na.

V posebnem, ¢e je markovska veriga nerazcepna, potem imajo vsa stanja enako
periodo d, in lahko rec¢emo, da ima markovska veriga periodo d. Zadnja posledica
porodi naslednji zadostni pogoj za aperiodi¢nost markovske verige.

Posledica 2.2.15. Nerazcepna markovska veriga { X, }ner je aperiodicna, ée obstaja
stanje s; € S, da velja p; > 0.

Opomba 2.2.16. Pogoj je ekvivalenten temu, da v pripadajo¢em usmerjenem grafu
markovske verige obstaja zanka.
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2 Markovske verige v diskretnem casu

Primer 2.2.17. Naj bo {X,, },er markovska veriga z mnozico stanj S = {1,2,3} in
pripadajoco prehodno matriko

0 1 0
P=] 05379 0 0.4621
0 1 0

Oc¢itno je dana markovska veriga nerazcepna, zato je dovolj porac¢unati periodo po-
ljubnega stanja, na primer, stanja s:

d(s1) = D({2,4,...}) =2, kerje pi}) = 0,pY > 0,p{) = 0,p{} > 0,....

Markovska veriga je torej periodi¢na s periodo 2.

Ko zdruzimo nerazcepnost in aperiodi¢nost skupaj s standardno predpostavko,
da je mnozica stanj kon¢na, dobimo naslednji pomemben rezultat.

Izrek 2.2.18. Naj bo { X, }ner markovska veriga z zalogo vrednosti v koncéni N -
elementni mnoZici S in naj bo P njena pripadajoca prehodna matrika. Potem je
markovska veriga { X, }ner nerazcepna in aperiodiéna natanko tedaj, ko obstaja na-
ravno Stevilo n, da ima matrika P™ vse elemente nenicelne.

Dokaz: Ce obstaja naravno Stevilo n, da ima matrika P™ vse elemente nenicelne,
potem je o¢itno, da je veriga nerazcepna. Poleg tega ima P! vse elemente nenicelne
za vsak [ > n, zato je po trditvi 2.2.11 veriga tudi aperiodicna.

Pokazimo Se obrat. Predpostavimo, da je {X,}ner nerazcepna in aperiodiéna.
(n)

Fiksirajmo stanji s;, s; € S. Po izreku 2.2.12 obstaja m;; € T, da je p;; * > 0 za vse
n' > m;;. Vzemimo

n =max{m;;|i,j=1,2,..., N} +1
in rezultat sledi. =

Za ucinkovito racunanje periode nerazcepne markovske verige oziroma za ucin-
kovito testiranje aperiodi¢nosti problem zopet interpretiramo v jeziku teorije grafov:
perioda je enaka najve¢jemu skupnemu delitelju mnozice dolzin vseh usmerjenih ci-
klov v pripadajocem usmerjenem grafu markovske verige. Ce zdruzimo algoritem za
pregled grafa v Sirino skupaj z algoritmom za ra¢unanje najvecjega skupnega deli-
telja, se izkaze, da lahko v linearnem casu v velikosti vhodnih podatkov izra¢unamo
periodo.

2.2.2 Povrnljivost in minljivost
Eno izmed temeljnih vprasanj, ki nas ponavadi zanima, je, ali je vrnitev v doloceno
stanje gotov dogodek (povrnljivost) ali ne (minljivost), in v primeru, ko je vrnitev

zanesljiva, ali je povpre¢ni ¢as vrnitve koncen. Naj bo {X,, },er markovska veriga s
pripadajoco prehodno matriko P.
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2.2 Klasifikacija stanj in verig

Definicija 2.2.19. Slucajno spremenljivko
T; = min{n > 1| X,, = s;},

pri ¢emer je T; = oo, ¢e X,, # s; za vse n > 1, imenujemo ¢as prvega prihoda v
stanje s;.

Definicija 2.2.20. Stanje s; € S je povrnljivo, ¢e je vrnitev v s; gotov dogodek:
P(T, < 0| Xo=s;) = 1;

sicer je stanje s; minljivo.

Naslednji izrek karakterizira povrnljiva (minljiva) stanja v smislu prehodnih ver-
jetnosti na n-tem koraku.

Izrek 2.2.21. (i) Stanje s; je povrnljivo natanko tedaj, ko velja
50—
n=0
(ii) Stanje s; je minljivo natanko tedaj, ko velja
> o <o
n=0

Dokaz: Naj

. 1, ée Xn = 8y,
Ixu=syy = { 0, sicer

oznacuje indikatorsko funkcijo slucajne spremenljivke X,,. Opozorimo, da je I1x,—s;
slucajna spremenljivka. Nadalje, naj slucajna spremenljivka N; oznacuje Stevilo
obiskov stanja s;, ki jo lahko zapiSemo z indikatorskimi funkcijami kot

Ni =) Iix,—sy-
n=0

Potem je povprecno Stevilo obiskov stanja s; pri pogoju, da smo zaceli v s;, enako

E(N;| Xo = s;) = E(ZI{Xn:sj} | Xo = Sz‘) = E(Ix,—s} | Xo = 51)

n=0 n=0

NE

n=0

N
I
o

Izra¢unajmo E(N;| Xo = s;) e na drug nac¢in. Pi§imo f; = P(T; < oco| Xy = s;)
in pokazimo, da je pogojna porazdelitev spremenljivke N; glede na Xy = s; enaka
geometrijski porazdelitvi s parametrom 1 — f;. Res. Opazimo, da je ob vsakem
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2 Markovske verige v diskretnem casu

obisku stanja s; verjetnost, da se ne bomo nikoli ve¢ vrnili v s;, enaka 1 — f;, zato
velja

P(N;=n|Xo=s)= f"' (1~ fi).
Spomnimo, da je matemati¢no upanje geometrijske spremenljivke s parametrom

1 — f; enako = f , in zato

1

Torej velja
o " 1
sz(i) = ﬁ
n=0 v

in rezultat sledi. m

7 uporabo zadnjega izreka lahko pokazemo, da so vsa stanja v povezanostnem
razredu povrnljiva (minljiva), brz ko je eno stanje znotraj razreda povraljivo (min-
ljivo).

Izrek 2.2.22. Stanja v povezanostnem razredu so bodisi vsa povrnljiva bodisi vsa
minljiva.

Dokaz: Vzemimo poljubistanji s; in s; v povezanostnem razredu in predpostavimo,

da je s; minljivo. Potem obstajata n,m > 0, da velja pg-L) > 0 in pg.;n) > 0. Poleg

tega za vsak r > 0 velja

pEm > plppl
in zato - .
2p s m o AT < o
=0 iy g0 r=0
po izreku 2.2.21. Torej je s; prav tako minljivo po izreku 2.2.21. ]

Pri povrnljivih stanjih se lahko vprasamo Se, kako se obnaSa povprecni cas prve
vrnitve. Glede na to lo¢imo dve vrsti povrnljivih stanj.

Definicija 2.2.23. Povrnljivo stanje s; je nenicelno, ¢e je povprecni ¢as prve vrnitve
v s; koncen:
E(T; | Xo = si) < 00;

sicer je nicelno.
Ce je mnozica stanj kon¢na, velja naslednja pomembna trditev.

Trditev 2.2.24. Naj bo {X,},er nerazcepna markovska veriga s koncéno N -ele-
mentno mnoZico stanj S in naj bo P pripadajoca prehodna matrika. Potem za po-
ljubni stangi s; in s; velja

(i) P(T; < 00| Xo = s1) = 1,
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2.2 Klasifikacija stanj in verig

Dokaz: Ce pokazemo, da je P(T; = 00| Xy = s;) =0, bo tocka (i) dokazana. Ker
je veriga nerazcepna, za poljubni stanji s; in s; obstajata pozitivni Stevili 7;; in €,
da velja

Naj bo r = max{r;;|i,j = 1,2,..., N} in naj bo e = min{e; |i,7 = 1,2,..., N}
Torej je za poljubno vrednost spremenljivke X, verjetnost, da obiS¢emo stanje s;
med ¢asom k in k + r vsaj e. Fiksirajmo poljubni stanji s; in s;. O¢itno velja

P(]}>T|X0:Si)SP(Xl%Sj,XQ?ASj,...,XT#Sj)31—6.

Podobno velja

P(,_Tj>27"|X0:SZ') P(]}>27’"1}'>T,X0:Si)P(]}>T’X0:8i>
P(XT+1 #Sj,Xr_i_Q#Sj,...,XQr#Sj)P(T}' >7"’X0:Si)
(1— )

)

IA A

Ce iteracijsko nadaljujemo, dobimo za vsak [ neenakost
P(T; > 1Ir| Xo=s;) < (1 —e). (2.13)

Posljimo sedaj | v zadnji neenakosti proti neskon¢nosti in (i) sledi.

Lastnost (i7) pokazemo z direktnim izrac¢unom:

E(Tj| Xo=s:)=» P(T; > k| Xo =s,)

k=0
= P(T; > k| Xo = s;)
=0 k=Ir
o0 (l—l—l)?"—l o0
<> P(T; > Ir|Xo=s;)=rY P(T; >1Ir| X =s;)
I=0 k=l 1=0
> 1 r
1=0
kjer smo v zadnji vrstici upostevali neenakost (2.13). ]

Opomba 2.2.25. Tocka (i) v Trditvi 2.2.24 pove, da je obisk stanja s; v konéno
mnogo korakih gotov dogodek pri pogoju, da smo zaceli v stanju s;. Tocka (ii)
v Trditvi 2.2.24 pa pove, da je povprecni ¢as prvega obiska stanja s; koncen pri
pogoju, da smo zaceli v stanju s;.

Naslednja rezultata sta neposredni posledici zadnje trditve.

Posledica 2.2.26. Nerazcepna markovska veriga s koncéno mnoZico stanj ima vsa
stangja povrnljivo nenicelna.
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2 Markovske verige v diskretnem casu

Posledica 2.2.27. Za nerazcepno markouvsko verigo s konéno N -elementno mnoZico
stang S wvelja
P(T; < o0) =1

za vsa stanja s; € S.

Dokaz: 1z markovske lastnosti sledi

Toda P(T; < 00| Xo =s;) = 1 po tocki (4) trditve 2.2.24 za vsak s; € S in rezultat
sledi. -

Opomba 2.2.28. Obisk stanja s; v konéno mnogo korakih je gotov dogodek, ne
glede na to, v katerem stanju smo zaceli.

2.3 Stacionarna in limitna porazdelitev

V tem razdelku bomo obravnavali eno izmed centralnih vprasanj v teoriji markovskih
procesov: Kaj lahko povemo o markovskih verigah, ko se s ¢asom priblizujemo
neskonc¢nosti? Ali lahko najdemo limitne izreke?

Ce je {Xn}n>o poljubna netrivialna markovska veriga, potem bodo vrednosti
spremenljivke X, kolebale neskon¢no ¢asa za n — oo, zato ne moremo pricakovati,
da bi obstajala limita za X,,. Lahko pa pricakujemo, da se bo porazdelitev spremen-
ljivke X,, s¢asoma ustalila. Pomembno vlogo pri tem igra stacionarna porazdelitev.

Definicija 2.3.1. Naj bo {X,, },,>¢ markovska veriga s kon¢no N-elementno mnozico
stanj S in naj bo P pripadajoc¢a prehodna matrika. Vektor m = (my,ma,...,7N) je
stacionarna porazdelitev za markovsko verigo, ¢e velja:

1) m; > 0za1= m)» . m=11n
() m>0zai=12... N,in¥L m=1i
m @, =» . mpi;zag=12... N.
i) 7, Z]\L J ) =1,2 N

Opomba 2.3.2. Lastnost (i) preprosto pomeni, da je 7 verjetnostna porazdelitev
na S. Iz lastnosti (i4) sledi naslednje: ¢e je zacetna porazdelitev 7(°) enaka 7, potem
porazdelitev 7)) verige v ¢asu 1 zadoc¢a

N N
7%(‘1) :Zﬂgo)pij :Zﬂipz’j =mizaj=12...,N.
=1

i=1
Ce induktivno nadaljujemo, vidimo, da za poljuben n velja F§n) = T za ] =
1,2...,N. Stacionarno porazdelitev lahko torej interpretiramo kot fiksno tocko

markovske verige: 7" = 7 za vsak n > 0.
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2.3 Stacionarna in limitna porazdelitev
Opomba 2.3.3. Lastnost (i¢) lahko v matri¢ni obliki zapisemo kot 7P = 7. Vidimo,

da je stacionarna porazdelitev 7 natanko levi lastni vektor prehodne matrike P pri
lastni vrednosti 1.

Najprej se posvetimo naslednjima vprasanjema:

(i) Kdaj sploh obstaja stacionarna porazdelitev?
(ii) Ce obstaja, kako je z njeno enoli¢nostjo?

Za¢nimo z obstojem stacionarne porazdelitev. Ce je markovska veriga s kon¢éno
mnozico stanj nerazcepna, potem vedno obstaja stacionarna porazdelitev. O tem
govori naslednji izrek.

Izrek 2.3.4. Za vsako nerazcepno markouvsko verigo s konéno mnoZico stanj obstaja
stacionarna porazdelitev.

Dokaz: Fiksirajmo stanje s, € S in naj bo
pj = ZP(Xn = 55,1 >n| Xy = si)
n=0

povprecno Stevilo obiskov stanja s; med dvema zaporednima obiskoma stanja sy.
Pokazimo, da je

7T:( P1 P2 PN )
E(Tk|XOISk)’E(Tk‘XOISk)"E(Tk|X0:Sk)

stacionarna porazdelitev za markovsko verigo. Pokazimo najprej, da tako definiran
vektor zados§ca tocki (i) v definiciji 2.3.1. O¢itno je m; > 0 za vsak ¢ = 1,2,..., N.
Po tocki (i7) iz trditve 2.2.24 je E(T) | Xo = sx) < 00. Poleg tega velja

E(Ti| Xo = si) = Y _ P(Ti > n| Xo = sp)
n=0
oo N
= ZZP(Xn =34, T >n|Xo = si)
n=0 i=1
N oo
:ZZP(Xn =84, T >n|Xo = si)
i=1 n=0
N
S
i=1
Torej je
N 1 N
= ;=1
; E(Ty | Xo = 1) ;p



2 Markovske verige v diskretnem casu

Pokazimo Se, da tako definiran vektor zadosc¢a tocki (ii) v definiciji 2.3.1. Dovolj

je videti, da velja

N
p]:Zplpl] zaj:1,2...,N.

=1

Predpostavimo najprej, da je j # k. Najprej opazimo, dajezan = 1,2,..., dogodek
{T}, > n — 1} odvisen samo od dogodkov Xy, X1, ..., X,,—1. Torej v ¢asu n — 1 velja
markovska lastnost

P(Xn_l = Si,Xn = Sj,Tk >n—1 | XO = Sk) = P(Xn_l = SZ‘,T]C >n—1 | X() = Sk)pij.

Za j # k velja se P(Xo =s;, T, >n|Xo=s;) = P(X,, =s;,Tp =n| Xo=s5) =0,

od koder sledi

ZP(Xn:sj,Tk >n| Xo = sg)
Y P(X, =s;Tc >n|Xo=sp)

ZP(Xn:sj,Tk>n—1\X0:3k)

n=1

DY P(Xna =50, X, =55, Tk >n— 1] Xo = )

n=1 i=1

oo N

ZZP(XTLfl = SiaTk >n— 1‘X0 = Sk)pz]
n=1 i=1

N 00

i=1 n=1

N o0
sz’j Z P(Xm = 53, T > m| Xo = sp)
i=1 m=0

N N
Zpijpi = Zpipij~
i=1 i=1

Ostane nam $e primer, ko je j = k. Potem je o¢itno, da je p, = 1. Po tocki (i)
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2.3 Stacionarna in limitna porazdelitev

iz trditve 2.2.24 velja e je P(T, < oo | Xy =k) =1 in zato

pr=1=P(Ti <oo|Xo=s) =Y _ P(Tj =n|Xo=s)

n=1

NE
M-

P(an = s;, Iy = n’Xo = Sk)
1

3
Il
—

(2

P(Xn-1=s5i,Tr >n—1|Xo = sg)pix

3
Il
—
-
I
fa

WE
M-

P(Xn_IZS“Tk >n—1|X0:sk)

Eﬂz
e

1

-
I
N
3
I

Eﬂz
ot

P(Xm:Si,Tk >m|X():Sk>
0

Ti
3
I

PiDik-

M-

.
Il
—

Primer 2.3.5. Naj bo

1 00
P—|1 )
0 0 1

prehodna matrika, ki pripada markovski verigi {X,, },er. Ni se tezko prepricati, da
je za poljuben « € [0, 1] vektor

m=a,0,1 —q

stacionarna porazdelitev za {X,, },er. Torej ima veriga { X, }er neskonéno mnogo
stacionarnih porazdelitev.

V primeru 2.3.5 smo videli, da markovska veriga nima nujno enoli¢ne stacionarne
porazdelitve. Opozorimo, da je v tem primeru markovska veriga razcepna, saj recimo
stanji 1 in 3 nista povezani. Naslednji izrek pove, da natanko razcepnost preprecuje
enoli¢nost stacionarne porazdelitve.

Izrek 2.3.6. Vsaka nerazcepna markovska veriga s koncéno mnoZico stanj ima na-
tanko eno stacionarno porazdelitev.

Dokaz: Naj bo {X,},er nerazcepna markovska veriga s konfno N-elementno
mnozico stanj. Po izreku 2.3.4 obstaja stacionarna porazdelitev 7 za { X, },er. Naj
bo zatetna porazdelitev 7(9) enaka 7; tako je proces stacionaren. Izberimo poljubno
stanje s; € S in naj bo
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2 Markovske verige v diskretnem casu

povprecni ¢as prve vrnitve v s;. Pokazimo, da velja
m;T; = 1.
Ker je povprecni ¢as prve vrnitve m,; enolicno dolocen, bo to pomenilo, da je tudi
stacionarna porazdelitev enoli¢no dolo¢ena. PiSimo
oo
n=1
in upostevajmo, da velja m; = 7r§0) = P(Xy =s;). Tedaj je

mmz:ZP(TZZn|X0:sl)P(onsl)

n=1

= P(T,>n X, =s;)

n=1

:P(onsi)—i-ZP(Xo:Si,Xl # 51, Xo # 55y, X1 7 54).

n=2

Sedaj upostevajmo, da za poljubna dogodka A in B velja
P(ANB) = P(A) — P(An BY).

Vzemimo A = {X; # s;, Xo # S4, ..., X1 # s} in B ={Xy = s;} in dobimo
m;m; = P(Xo = Si)+Z(P(X1 # 8y X1 #8i) — P(Xo # iy, X # SJ)
n=2

:P(onsi)+Z(P(Xo#Si,---,Xn—2#Si)—p(Xo#Si,---,Xn—l #Si)>,

kjer smo v zadnji vrstici zaradi stacionarnega procesa lahko indekse zmanjsali za
ena. Pisimo

an, = P(Xo # 85, X1 # Siy .o, Xn 7 Si),

pa dobimo

m;m; = P(Xo = s;) + Z(an72 — p_1)

n=2

:P(onsi)—l—ao—al—l—al—a2+a2—a3+~~ .
Opazimo, da je n-ta delna vsota S,, zadnje vrste enaka
Sn:P(onsi)—i—ao—an,

zato je

m;m; = P(Xo = s;) + ag — lim a,.
n—o0
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2.3 Stacionarna in limitna porazdelitev

Ker je ag = P(Xo # s;), velja
P(XO:Si)+a0:P(XOZSi)+P(X0§ASi) =1.

Nazadnje pokazimo Se, da je lim,,_,, a, = 0. Res. Opazimo, da lim,,_.., a, pred-
stavlja verjetnost, da veriga nikoli ne obiS¢e stanja s;. Toda po posledici 2.2.27
je

P(T; < 00) =1,

kar pomeni, da je obisk stanja s; gotov dogodek. Z drugimi besedami, lim,, o, a, =
0. S tem je izrek dokazan. n

V resnici nas zanimajo limitne porazdelitve.

Definicija 2.3.7. Porazdelitev 7* = [r], 75, ..., 7}] je limitna porazdelitev za mar-
kovsko verigo { X, }ner, Ce za vsako zatetno porazdelitev 7(*) verige velja

7f = lim 7r§”> = lim P(X, =s;) zavsak j =1,2,...,N.

J n—oo n—oo
Opomba 2.3.8. Definicija limitne porazdelitve je dobra. Ni se namre¢ tezko pre-

pricati, da je zf\il m; = 1, zato 7" res predstavlja porazdelitev.

Limitna porazdelitev je tesno povezana s stacionarno porazdelitvijo.

Trditev 2.3.9. Ce limitna porazdelitev obstaja, potem je enaka stacionarni poraz-
delitvs.

Dokaz: Recimo, da limitna porazdelitev 7* obstaja. Pokazimo, da zadosca pogo-
jem (4) in (i7) definicije 2.3.1. V resnici je dovolj pokazati tocko (ii). Po eni strani
uporabimo formulo za popolno verjetnost in racunajmo:

-

P(Xn+1 = Sj) = P(Xn—i-l = Sj ‘ Xn = SZ)P(Xn = Sz‘)

1

(2

P(X1 = Sj |X0 = SZ)P(Xn = Si)

M-

1=1

P(Xn = Si)pij; Sj es. (214)

M-

=1

Nato levo in desno stran enakosti (2.14) posljemo proti neskon¢nosti in zamenjamo
vrstni red limite in vsote na desni strani. Po drugi strani, ker 7* obstaja, velja

lim P(X, =s;) = lim P(X,11 =s;) =7.

n—oo n—oo J

Slednje vstavimo v (2.14) in rezultat sledi. ]

Oglejmo si primer markovske verige, za katero limitna porazdelitev ne obstaja.
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2 Markovske verige v diskretnem casu

Primer 2.3.10. Naj bo

0 1 O
P=1]101 0 09
0 1 O

prehodna matrika, ki pripada markovski verigi {X, },er. Elementarni izrac¢un po-
kaze, da je

0.1 0 0.9
P"=| 0 1 0 |,n>1,
0.1 0 0.9
in
0 1 0
P 1=1010 09 |,n>1.
0 1 0

Za poljubno zac¢etno porazdelitev 7(9) potem dobimo
7 = [0.1(x{” + "), 7", 097 + 7], n > 1,

in
7T(2n_1) = [0.].71'50), 7T§0) + ﬂ-g])a 0‘971—50)]7 n 2 L

0)

O¢itno obstajajo zacetne porazdelitve 7(9), za katere ne obstajajo limite

: (O
nlggoﬂj , Jg=12,...,N.
Ker morajo po definiciji 2.3.7 obstajati zgornje limite za poljubno zacetno porazde-
litev 79, limitna porazdelitev ne obstaja.

Opozorimo, da je v primeru 2.3.10 markovska veriga nerazcepna, zato ima veriga
enoli¢no stacionarno porazdelitev, kljub temu pa limitna porazdelitev ne obstaja.
Kateremu dodatnemu pogoju mora torej zadoscati markovska veriga, da bo limitna
porazdelitev obstajala? Izkaze se, da je dovolj, ¢e poleg nerazcepnosti predposta-
vimo, da je markovska veriga aperiodi¢na. To pove naslednji izrek.

Izrek 2.3.11. Za vsako nerazcepno aperodicno markovsko verigo s konéno mnoZzico
stanj obstaja limitna porazdelitev.

Dokaz: Naj bo {X,}ner poljubna nerazcepna aperiodi¢na markovska veriga s
kon¢no mnozico stanj, naj bo P pripadajo¢a prehodna matrika in naj bo 7 po-
ljubna zacetna porazdelitev. Po izreku 2.3.4 obstaja stacionarna porazdelitev
za { X, }ner. Potem lahko konstruiramo markovsko verigo {Y,, }ner, neodvisno od
{X, }ner, s prehodno matriko P in zacetno porazdelitvijo 7. Poglejmo si proces
{Wytner = {(Xy, Y3) bner- Ni se tezko prepricati, da je {W,, },er markovska veriga
na kon¢ni mnozici stanj S x S, s prehodnimi verjetnostmi

ﬁ(z‘,k)(j,l) = PijPkl
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2.3 Stacionarna in limitna porazdelitev

in zacetno porazdelitvijo

Mok = 1 T

Ker je veriga {X,},er nerazcepna in aperiodi¢na, po izreku 2.2.12 sledi, da za
poljubna stanja s;, s;, s, s; velja
~(n) (n), (n)
Py = Pij Pr >0
za dovolj velike case n; torej je {W,, },er tudi nerazcepna veriga. Fiksirajmo stanje
sp € S in naj bo
Tep =min{fn > 1| X, =Y, = s}

¢as prvega prihoda v stanje (s, s5). Po posledici 2.2.27 velja P(T(pp) < 00) = 1. Z
drugimi besedami,

lim P(T(b7b) > n) = 0.

n—o0

Poleg tega se ni tezko prepricati, da sta porazdelitvi procesov { X, }ner in {Y, ner
identicni za vsak ¢as n > Tp. Naj bo Xy = s; in Yy = s; za poljubni stanji
5i,8; € 5. Velja torej:

= P(Xn = s | Xo = si)

= P(X, = sk | Ty < n, Xo = 5)P(Tipp) < 1)
+ P(X,, = s | Tpp) > 1, Xo = 53) P(Tpp) > n)
= P(Y, = 51| Ty <1, Yo = 8;)P(Tipy < 1)
+ P(Xo = si | Ty > n, Xo = i) P(Tiop) > n)
< P(Y, = s |Yo = s85) + P(Tipp) > 1)

= pjz) + P(T(byb) > n)
V tem premisleku lahko vlogi s; in s; zamenjamo, zato velja
P’ = P < P(Tow) > n).
Sledi limn%m(pgk) pg.z)) = 0. Toda ob upostevanju, da je vazl mo=11in 7, =
SV ﬂipgg), dobimo

N N
Tk — pﬁﬁ) = Zmpgﬁ) - Z mp%)
- ZWI plk ka

Od tod sledi

N

lim (m, —pl)) = lim " m(py’ —pji)

n—00
=1

= Zm hm p“lc pjk) 0
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2 Markovske verige v diskretnem casu

oziroma

: () _
Jm vy’ =

Nazadnje upostevajmo Se Chapman-Kolmogorove enacbe
N N N
. . 0) (n 0) q: n 0
Ji PO = 50) = i 3 = Sl ol = 3 =
j=1 j=1 j=1

in izrek je dokazan.
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3
Metoda Monte Carlo

Nekateri problemi so preve¢ kompleksni, da bi jih obravnavali analiticno. V taksnih
primerih se pogosto zatecemo k racunalniskim simulacijam. V grobem lahko recemo,
da je racunalniska simulacija umetno generiranje podatkov, ki mu sledi nacrtova-
nje modela in izvajanje numeri¢nih eksperimentov. Pogosto je pomembno, da se
nekaterim spremenljivkam v modelu dodeli slu¢ajne vrednosti. Klju¢no vlogo pri
tem igrajo generatorji sluc¢ajnih $tevil. Metodo Monte Carlo lahko poenostavljeno
opisemo kot tehniko, kjer za izracun numeri¢nih rezultatov uporabljamo slu¢ajna
Stevila.

Metoda Monte Carlo se je prvi¢ pojavila med drugo svetovno vojno pri nacrto-
vanju vodikove atomske bombe. Predlagala sta jo John von Neumann in Stanislaw
Ulam, ko sta reSevala problem difuzije nevtronov. Skupaj z drugimi raziskovalci so
uporabili simulacijo pri mnogih problemih v zvezi z jedrskim orozjem in tako vzpo-
stavili temelje Monte Carlo simulacije. S hitrim razvojem rac¢unalniske tehnologije
v osemdesetih in devetdesetih letih dvajsetega stoletja je metoda dozivela razcvet.

Danes je metoda Monte Carlo precej razsirjeno orodje na razli¢nih podrodjih:
v fiziki za nacrtovanje nuklearnih reaktorjev, v medicini za nacrtovanje obsevanj,
v energetiki in metalurgiji za obravnavo toplotnega sevanja, v prometu za analizo
prometnih tokov, v ekonomiji za napovedovanje dogodkov na borzi in v racunalniski
grafiki za generiranje slik. To so le nekatere izmed $tevilnih aplikacij Monte Carlo
tehnik.

V tem poglavju bomo predstavili osnovno idejo metode Monte Carlo. Pri tem
vecinoma sledimo [14] in [24]. Ve¢ o konceptu metode Monte Carlo in njeni uporabi
je mo¢ najti v [7, 17, 18, 23, 25, 27, 36].

3.1 Osnovni koncept

Kadarkoli simuliramo slu¢ajni proces, lahko aproksimacijo matemati¢nega upanja
izracunamo iz povprec¢ja simulacij. Natancneje, naj bodo X, X,,..., X, neodvi-
sni, enako porazdeljeni slu¢ajni vektorji, ki simulirajo nek verjetnostni model, in
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3 Metoda Monte Carlo

naj slucajni vektor X oznacuje generi¢no realizacijo tega modela. Torej so vsi slu-
¢ajni vektorji X,, ¢ = 1,2,..., M, enako porazdeljeni kot X. Zaporedju taksnih
slu¢ajnih vektorjev recemo vzorec porazdelitve. Poljubni realni zvezni funkciji g na
X, reemo vzorcéna funkcija. Opozorimo, da je g(X,;) slu¢ajna spremenljivka. Re-
cimo, da je dana realna funkcija g na X in da zelimo izra¢unati matemati¢no upanje
p = E(g(X)). Pogosto se zgodi, da p ne znamo oziroma ne moremo izra¢unati
analiti¢cno. Monte Carlo je metoda za oceno matemati¢nega upanja.

Definicija 3.1.1. Monte Carlo aproksimacija matemati¢nega upanja p je vzorcno
povprecje

1 M
= — Y g(X,).

Opomba 3.1.2. Vzoréno povprecje ji je slucajna spremenljivka, ki ji recemo tudi
cenilka za matematicno upanje. Cenilka je nepristranska, saj velja

B@) = B( 37 209050 ) = 57 20 B0(X) = 57 3 B0(X) = Bla().

Pomembno vlogo pri oceni igra krepki zakon velikih Stevil, ki pove naslednje:
¢e so X1, Xo, ... neodvisne, enako porazdeljene slu¢ajne spremenljivke, pri ¢emer je
E(X;) < oo, potem velja

P( lim o1t A2t M:E(X1)>:1.

M—o0 M
Ker so slucajni vektorji X, X,,..., X, neodvisni in enako porazdeljeni, so tudi
sluc¢ajne spremenljivke ¢(X ), g(X,),...,9(X,,;) neodvisne in enako porazdeljene.
Poleg tega ima vsaka slu¢ajna spremenljivka ¢(X;), i = 1,2,..., M, matemati¢no

upanje enako u. Od tod lahko sklepamo, da velja

. 9(&1)+9(&2)+"'+9(KM) _ _
P(A}ﬂnoo M =n) =1

brz ko p obstaja. Z drugimi besedami, Ce je vzorec dovolj velik, potem je majhna
verjetnost, da se vzor¢no povprecje i precej razlikuje od matemati¢nega upanja pu.

Ce zdruzimo vse povedano skupaj, potem je osnovna ideja metode Monte Carlo

naslednja:

(i) generiramo vzorec X, X, ..., X, porazdelitve slu¢ajnega vektorja X, in
(ii) izra¢unamo vzortno povpredje

1 M
i=— Y g(X,).
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3.1 Osnovni koncept

Krepki zakon velikih Stevil nam torej ponuja recept za doloc¢anje ocene mate-
mati¢nega upanja, vendar pa nam ne pove, kako natanc¢na je metoda. Kako velik
mora biti vzorec v praksi, da bo napaka majhna? Pomembna lastnost metode
Monte Carlo — poleg tega, da poiS¢e aproksimacijo za matemati¢no upanje — je,
da lahko dobimo oceno nezanesljivosti v aproksimaciji. To nam omogoca centralni
limitni izrek, ki pove naslednje: ¢e so X7, Xo, ... neodvisne, enako porazdeljene slu-
¢ajne spremenljivke, ki imajo kon¢no matemati¢no upanje E(X;) in kon¢no varianco
var(X;) = 0(X;), potem je asimpoti¢na porazdelitev slu¢ajne spremenljivke

U\(/XMI) (Xl—l-XQ —]|\-4"'+X]W _E<X1))

enaka standardni normalni porazdelitvi.

Najprej opozorimo, da je Monte Carlo stohasti¢na metoda, kar pomeni, da ob
ponovnih izvrSitvah algoritma pri istih vhodnih podatkih tipi¢no dobimo razli¢ne
izhodne rezultate. Torej imamo opravka s stohasti¢no napako. Predpostavimo, da
obstaja varianca slu¢ajne spremenljivke g(X) in s ¢ oznacimo njen standardni od-
klon. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da se porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke

@(ﬂ — ft)

asimptoticno priblizuje standardni normalni porazdelitvi. Torej za vsak z* > 0 in

za dovolj velik vzorec velja naslednja aproksimacija

g

vM
P(—Z*S—(/l—,u)gz*)zP(—z*ngz*)

oziroma
o

P(ﬂ—z* o <pu<i+z >%P(—Z*§Z§Z*), (3.1)

A7 S
kjer je Z standardna normalna slu¢ajna spremenljivka. Ce izberemo parameter z*,
da velja P(—z* < Z < 2*) = 1 — «, potem lahko zaklju¢imo, da p lezi znotraj
intervala

N

f— i+ 2 }
i i
7z (aproksimativno) verjetnostjo 1 — o. Tak8nemu intervalu re¢emo aproksimativni
(1 — a)-interval zaupanja, parametru « pa stopnja zaupanja. Tipi¢ne vrednosti za
a so 0.1,0.05 ali 0.01.

V praksi so potrebne nadaljnje aproksimacije. Prvi¢, standardni odklon o, ki je
potreben, da dolo¢imo interval zaupanja, je pogosto neznan, zato ga moramo oceniti
7 vzorénim standardnim odklonom

Q>
I

— ;(Q(K) .
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3 Metoda Monte Carlo

normalno porazdelitev pa zamenjati s Studentovo t-porazdelitvijo. Dobro je znano,
da se Studentova t-porazdelitev za velike vzorce priblizuje normalni porazdelitvi.
Posledi¢no je za vsak t* > 0 in za dovolj velik vzorec aproksimacija (3.1) ekvivalentna
aproksimaciji

~ A

o o
Plp—th—<pu<pg+t'— | = P(—t" <T <t"),
(u TRl \/M) ( )
kjer je T" slucajna spremenljivka s Studentovo ¢t-porazdelitvijo z M — 1 prostostnimi
stopnjami. Za parameter t*, ki ustreza enacbi P(—t* < T < t*) = 1 — «, tako
dobimo aproskimativni (1 — «)-interval zaupanja

{A t* o +t* o
fi =t =, + " —=].
vM vM
Drugic, kot smo Ze omenili zgoraj, nas zanima velikost vzorca M v odvisnosti od
Zelene natanc¢nosti in intervala zaupanja. Ce Zelimo, da ima kon¢ni aproksimativni

interval zaupanja dolzino 2¢|u| za nek € > 0 (to pomeni, da je relativna napaka
enaka €), potem iz (3.2) sledi

(3.2)

~

VM

Nazadnje, p aproksimiramo z [ in od tod dobimo oceno za velikost vzorca

M~ (”)2. (3.3)

f1€

elul =1t

V praksi potrebno velikost vzorca ocenimo tako, da za izbrano relativno napako
€ in stopnjo zaupanja « najprej generiramo manjsi vzorec velikosti My. Nato za
ta vzorec pora¢unamo vzortno povpredje in vzoréni standardni odklon ter iz (3.3)
pora¢unamo oceno za M. Na koncu na novo generiramo vzorec velikosti M.

3.2 Generiranje vzorca

Generiranje vzorca porazdelitve slu¢ajnega vektorja je kljuéni del metode Monte
Carlo. Recimo, da zelimo generirati slu¢ajni vektor (X, X1,..., X%) s skupno po-
razdelitveno funkcijo Fix, x,....x,) (%0, Z1, ..., 2)). Potem tipi¢no najprej generiramo
slu¢ajno spremenljivko X, z robno porazdelitveno funkcijo Fx,(x¢), nato generi-
ramo sluc¢ajno spremenljivko X; s pogojno porazdelitveno funkcijo Fix,|x,(x1), nato
slucajno spremenljivko Xy s pogojno porazdelitveno funkcijo Fix,|x, x,(z2) in tako
naprej. Ce znamo torej generirati slucajno spremenljivko s poljubno porazdelitvijo,
znamo generirati tudi slucajni vektor s poljubno porazdelitvijo, brz ko znamo iz
skupne porazdelitvene funkcije poiskati robne in pripadajoce pogojne porazdelitvene
funkcije. Kot bomo videli v nadaljevanju, lahko taksen pristop uporabimo za gene-
riranje markovskih verig.

Poglejmo si, kako generiramo vzorec poljubne porazdelitve slucajne spremen-
ljivke X. Kaj to¢no to sploh pomeni? To pomeni, da je za dovolj velik vzorec
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3.2 Generiranje vzorca
Xy, Xa, ..., Xy delez spremenljivk X;, ki padejo v poljuben interval [a,b], blizu
verjetnosti P(X € [a,b]), to je

{i| X; € [a,0),i = 1,2,... M}|
M

~ P(X € la,b)).

Precej tehnik obstaja za generiranje vzorca dane porazdelitve. Mogoce najbolj pogo-
sto uporabljena metoda za generiranje vzorca porazdelitve diskretne slucajne spre-
menljivke, ki ima dva enako verjetna dogodka, je met kovanca. Podobno se lahko
uporabi met kocke za generiranje vzorca porazdelitve diskretne sluc¢ajne spremen-
ljivke, ki ima Sest enako verjetnih dogodkov.

Pomembno vlogo pri rac¢unalniskem generiranju igrajo vzorci enakomerne poraz-
delitve na enotskem intervalu [0, 1] slu¢ajne spremenljivke U, ki jim re¢emo wvzorci
sluc¢agnih Stevil. Generiranje vzorca porazdelitve slu¢ajne spremenljivke X namrec
sestoji iz naslednjih dveh korakov:

(i) generiraj vzorec Uy, Us, . ..Uy sluc¢ajnih Stevil,
(ii) prevedi vzorec Uy, Us, . ..Uy slucajnih Stevil v vzorec Xy, Xo, ..., Xy, poraz-
delitve spremenljivke X.

Vzorec povsem slucajnih Stevil je tezko generirati. V vecini programskih jezikov
imamo dostop do generatorja sluc¢ajnih stevil. No, ¢e smo natancni, zadnji stavek
ni ¢isto resniCen vsaj zaradi naslednjih dveh razlogov:

(a) Vzorec Uy, Us,...Upy, ki nam ga vrne generator slu¢ajnih stevil, nima enako-
merne porazdelitve na enotskem intervalu [0, 1]. Tipi¢no imajo spremenljivke
v vzorcu koncen binaren (ali decimalen) zapis in so zato racionalne. Toda iz-
kaze se, da je slu¢ajno Stevilo, ki ima porazdelitev resni¢no enako enakomerni
porazdelitvi na [0, 1], iracionalno z verjetnostjo 1.

(b) Vzorec Uy, Us,...Uy ni niti slucajen, saj ga dobimo 7 deterministi¢nim al-
goritmom. Zato v¢asih (in bolj tofno) generatorjem sluc¢ajnih Stevil re¢emo
generatorji psevdoslucajnih Stevil.

Pomanjkljivost (b) predstavlja precej vecjo oviro, saj se zdi, da pomanjkljivost (a)
ni velik problem, ko je Stevilo binarnih ali decimalnih $tevk dovolj veliko, recimo
32 bitov. Skozi desetletja je bilo precej ve¢ pozornosti namenjeno resevanju po-
manjkljivosti (b). Danes obstajajo generatorji, ki zelo dobro odpravljajo to pomanj-
kljivost. Zaradi tega razloga bomo preprosto predpostavili, da imamo dostop do
generiranja slucajnih Stevil. éeprav se ne bomo bolj podrobno poglabljali v pro-
blem (psevdo)slu¢ajnosti, pa bomo imeli vedno v mislih, da je potencialni vir napak
pri rac¢unalniskem generiranju.

Za prevedbo vzorca sluc¢ajnih Stevil v vzorec poljubno porazdeljene sluc¢ajne spre-
menljivke obstajajo razlicne metode, kot so na primer inverzna transformacijska
metoda, metoda sprejema in zavrnitve, polarna metoda, metoda trakov in mrezna
metoda. Najpogosteje se uporablja inverzna transformacijska metoda, ki si jo bomo
sedaj pogledali bolj natancno.
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3 Metoda Monte Carlo
3.2.1 Inverzna transformacijska metoda

éeprav lahko inverzno transformacijsko metodo uporabimo za generiranje vzorca
poljubne porazdelitve tako zvezne kot diskretne sluc¢ajne spremenljivke, pa za nase
potrebe zadoSca, ¢e se omejimo na diskretne spremenljivke. Recimo, da zZelimo
generirati diskretno slucajno spremenljivko X, ki zavzame diskretne vrednosti r; <
Ty < --+ < xy 7 verjetnostmi

P(X:.TZ):p“ 7;:1,2,3...,]\[,

in ima porazdelitveno funkcijo enako

Fx(z) = P(X < x) ZpZ

<z

Natanko to naredi naslednji algoritem:

(i) generiraj slu¢ajno Stevilo U,
(ii) poisci x;, da je Fx(x;—1) < U < Fx(x;),
(iii) vrni X = ;.

Naslednji ra¢un utemeljuje pravilnost algoritma:
P(X = ;) =P(Fx(x;-1) < U< Fx(z;)) = Fx(z;)— Fx(z,_1) Zpg ij pi.

Grafi¢na ilustracija algoritma je prikazana na sliki 3.1. Ce definiramo posplosen
inverz Fy!(r) porazdelitvene funkcije Fy(r) kot

Fy'(x) = min{y | Fx(y) > o},
potem je X = F'(U). Od tod tudi ime invezna metoda.

Fx(x)
1
___________________________________________________ } pe
}Ps
U—f-----==—--7}1D4
R
}Pz i
P . . L .

xr1 T2 €T3 T4 T5 Te €T
A

Slika 3.1: Inverzna transformacijska metoda.

V koraku (ii) je potrebno poiskati vrednost x;. Na voljo imamo ve¢ racunskih
moznosti. Ce se naivno sprehodimo c¢ez vse diskretne vrednosti, potem x; v najslab-
Sem primeru najdemo v linearnem casu glede na Stevilo N. Boljsa ideja je iskanje
z bisekcijo. Naslednji algoritem je prirejen za iskanje vrednosti x; z bisekcijo v
primeru, da so diskretne vrednosti z;, j = 1,2,..., N, cela Stevila:
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3.2 Generiranje vzorca

(i) namesti a := x; in b:= xy,
(ii) dokler a < b— 1 ponavljaj

(a) vzemi celo Stevilo d, ki je najblizje “T*b,

(b) ¢e je Fx(d) < U, potem a := d, sicer b :=d,

(iii) vrni z; = b.

Z bisekcijo bomo tako z; v najslabSem primeru nasli v logaritemskem casu glede na
Stevilo N. Poglejmo si sedaj, kako inverzno transformacijsko metodo uporabimo za
generiranje markovske verige.

3.2.2 Generiranje markovskih verig

Kako generiramo homogeno diskretno markovsko verigo { X, } ,er s kon¢no mnozico
stanj S = {s1, s2,...,Sn} in pripadajoco prehodno matriko P ter zacetno porazde-
litvijo 7(®)? Uporabimo pristop, ki smo ga opisali v uvodu razdelka 3.2, skupaj z
inverzno transformacijsko metodo in recept je na dlani.

Preden podamo algoritem, uvedimo Se pojem kumulativne matrike. Kumulativna
matrika () glede na prehodno matriko P je N x N matrika, kjer je i-ta vrstica Qi
enaka kumulativni porazdelitvi i-te vrstice PJ[i]:

pu put+pi2 ... putpetootpwony 1
0= Po1 Part+tpa2 ... partpetoctpyn-1y 1
pN1 PN1tDN2 oo PN1HDPN2t+ o FDPNv-n L

Naj bo Y; diskretna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo Fy,(x), ki je
porojena iz i-te vrstice kumulativne matrike Q:

0, cer <1,
Fy(z) =% Qi, Cej—1<x<jzanekje{l,2,...,N},
1, e x > N.

Sedaj imamo pripravljeno vse, da podamo algoritem za generiranje prvih &k korakov
markovske verige { X, }ner:

(i) generiraj X, s porazdelitvijo 7(%) in namesti n := 0,
(ii) dokler n < k ponavljaj

s; := X, generiraj Y; s porazdelitvijo Fy,(z), n:==n+1, X, := Y},
(iii) vrni Xo, X1, ..., X;.
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3 Metoda Monte Carlo

Primer 3.2.1. Vzemimo markovsko verigo z mnozico stanj S = {1,2,3,4,5,6} iz
primera 2.1.5. Slika 3.2 ilustrira generiranje prvih dvajsetih korakov te verige z
razlicnima zacetnima porazdelitvima [0,0,1,0,0,0] in [0,0,0, 1,0, 0]. Seveda bi pri
ponovnem generiranju v sploSnem dobili drugacen graf.

tanj S

mnozica s

_2 1 1 |
0 5 10 15 20

diskreten ¢as n

Slika 3.2: Generiranje prvih dvajsetih korakov markovske verige iz primera 2.1.5 pri
dveh razli¢nih zacetnih pogojih.
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4

Matemati¢no upanje in potence
prehodnih matrik

Poglavje za¢nemo z notacijo in osnovnimi pojmi, ki so podlaga za opis raziskovalnega
problema. V razdelku 4.1.1 formuliramo osnovni problem, ki ga v razdelku 4.1.2 po-
splosimo. Sledi reSevanje problema z uporabo metode Monte Carlo. V razdelku 4.2
najprej obravnavamo osnovni problem, nato pa podamo tri pristope za reSevanje po-
sploSenega problema. Nazadnje v razdelku 4.3 povzamemo Se metodo za reSevanje
osnovnega problema, ki so jo predlagali v [19].

4.1 Problem

Naj bo {X,, },er diskretna (ne nujno homogena) markovska veriga s kon¢no mnozico
stanj S = {s1, $2,...,sx} in pripadajoco prehodno matriko P (morda odvisno od
¢asa n), ki opisuje gibanje delca med stanji. Za fiksno naravno $tevilo k nas zanima
prvih k korakov, ki jih naredi delec, to je, oglejmo si prvih k+1 ¢lenov Xg, Xy, ..., X}
markovske verige {X,, },er. Potem lahko gibanje delca opiSemo s slu¢ajnim vektor-
jem (Xo, X1,..., Xy), ki mu re¢emo slucajni sprehod dolzine k. Poljubni realizaciji
(Sjos Sjis- - -+ 85, ) vektorja (Xo, X1,..., X)), to je poljubnemu elementu njegove za-
loge vrednosti, zaradi enostavnosti prav tako refemo (slucajni) sprehod dolZine k
glede na P in ga oznacimo z

P — . . TR .
W* = sj,55 S, -

Poleg tega naj bo dana realna funkcija ¢ (morda odvisna od ¢asa n) na slu¢ajnem
sprehodu, ki opisuje njegovo ceno. Cenovna funkcija c je enoli¢no dolo¢ena z N x N
cenovno matriko C' (morda odvisno od ¢asa n), kjer element ¢;; € R oznacuje ceno
prehoda iz stanja s; v stanje s;. Natanc¢neje, funkcijo ¢ lahko zapiSemo v naslednji
obliki

C(Sjm Sjrs- Sjk) = V(Sjov Sjl) + ’Y(Sju 3j2) +ot V(Sjk—17 Sjk)7 (4'1)
kjer je v realna funkcija, definirana kot v(s;, s;) = ¢;j, 4,7 =1,2,... N.
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1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

Nadalje, privzemimo, da markovska veriga {X,, },er zacne v izbranem zacetnem
stanju s;, € S. Z drugimi besedami, zaCetna porazdelitev 7 naj bo enaka

o _ J 1, cei=jo,
‘ 0, sicer.

Bralca spomnimo, da so s prehodno matriko P in zacetno porazdelitvijo 7(* vse
prehodne porazdelitve 7(™ verige { X, },er enoli¢no dolocene, s tem pa tudi poraz-
delitev sluc¢ajnega vektorja (Xo, Xi,..., Xx). Njegova skupna verjetnostna funkcija
je tedaj enaka

P(Xo = sjy, ..., Xu = 55,) = P(X1 =55, | Xo = 55,) - - P(Xpp = 85, | Xpm1 = 55,_,),
kjer smo upostevali zacetno porazdelitev P(X, = s;,) = 7r§(?> = 1. Pri nasih pred-
postavkah torej slucajni vektor (Xo, Xi,...,Xy) opisuje gibanje delca v prvih k
korakih zacensi v s;,. Zalogo vrednosti vektorja (X, Xy,...,X}), torej mnozico
vseh sprehodov dolzine k zacensi v sj,, oznaéimo s SF .

4.1.1 Osnovni problem

Predpostavimo, da je markovska veriga {X,, },cr homogena, torej je prehodna ma-
trika P neodvisna od ¢asa n. Poleg tega privzemimo, da je tudi cenovna matrika C'
neodvisna od ¢asa n. Verjetnost sprehoda W¥ = s;s;, - -+ s;, oznacimo s pye in je
enaka

k

Pwr = P<X0 = Sijl = Sj1y- - , X = Sjk) = DjojriPiije " " Pir—1-

Podobno ceno vzdolz sprehoda WF = s; s, -+ s, oznadimo s ¢ye in je po (4.1)

enaka

k

CWwP = Cjji + Cjijp T 0+ Cjy_yjy.-

Radi bi izrac¢unali matemati¢no upanje cene slu¢ajnega sprehoda (Xo, Xi,..., Xy)
dolZine k zaCensi v s;:

E(c(Xo,....Xp)) = > cwepwe. (4.2)
WPess
Opomba 4.1.1. Ce Zelimo analiti¢no izracunati upanje E(c¢(Xo, ..., Xz)), potem je

v splosnem problem ta, da mo¢ mnozice S]’?O raste eksponentno s parametrom k. Se
ved, mo¢ mnozice stanj S je prav tako lahko velika v praksi. Torej z nara$c¢ajocima
parametroma k in n postane analiti¢en izra¢un nepraktic¢en tako v smislu ¢asovne
kot tudi prostorske zahtevnosti.

Opomba 4.1.2. Kaj lahko povemo o obnaSanju porazdelitve slucajne spremen-
ljivke ¢(Xo, ..., Xx) za dovolj velike vrednosti k7 Ce upostevamo zvezo (4.1), lahko
slu¢ajno spremenljivko ¢(Xo, ..., X%) zapiSemo kot

C(Xo, C. ,Xk> = ’)/(Xo,Xl) + 7(X1,X2) + -+ ’V(Xk—l’Xk)
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1.1 Problem

vsoto slucajnih spremenljivk v(X,,, Xp411), n =0,1,...,k — 1. Opazimo, da je slu-
¢ajni proces {7(Xn, Xpi1)ner spet markovska veriga. Ce bi bile spremenljivke
(X, X,i1) neodvisne in enako porazdeljene, bi lahko uporabili centralni limitni iz-
rek, ki bi zagotovil, da se porazdelitev spremenljivke ¢(Xy, ..., Xx) za dovolj velike
vrednosti £ priblizuje normalni porazdelitvi. Ker te predpostavke niso nujno izpol-
njene, splosnega centralnega limitnega izreka na zaporedju {v(X,, X, 1+1) }ner ne mo-
remo uporabiti. Vendar pa obstaja posploSena verzija centralnega limitnega izreka za
markovske verige (glej na primer [33]), ki ga lahko uporabimo na {v(X,,, X,,11) tner-
Ta pove, da se pod dolo¢enimi pogoji porazdelitev spremenljivke

'}/(XO, Xl) + V(XDXQ) Tt V(Xk*th)

za dovolj velike vrednosti k priblizuje normalni porazdelitvi.

4.1.2 Posplositev osnovnega problema

Predpostavimo sedaj, da je markovska veriga { X, },,er nehomogena, in naj bo pri-
padajofa N x N prehodna matrika P(n) enaka

Py, Cek(li+l)+1<n<k(lh+1)+1l, ke NU{0},

P(n) = { Py, Cek(h+l)+h+1<n<(k+1)(lL+1), ke NU{0}, 4

kjer sta [y in 5 fiksni naravni Stevili, P; in P, pa N X N stohasti¢ni matriki, neodvisni
od ¢asa n. Gibanje delca je torej opisano z odsekovno homogeno markovsko verigo:
na prvih [; korakih je doloceno s prehodno matriko Py, na naslednjih /5 korakih s
prehodno matriko P5, nato se vzorec ponavlja. Podobno naj bo tudi N x N cenovna
matrika C'(n) odvisna od ¢asa n in naj bo oblike

Cl, ce /{Z(l1+lz)+1Sné/{?(l1+lz)+l1,/{ZGNU{O},

Cln) = { Gy ekl +b)+h+1<n< (k1) +h), keNufop, Y

kjer sta C in C5 realni N x N matriki, neodvisni od ¢asa n.

Oglejmo si slucajni sprehod (Xo, Xy ..., X, 11,)x) dolzine (I 4 12)k zacensi v s, .
V ta namen uvedimo definicijo produkta dveh sprehodov. Za sprehoda

L P _ o .
w = SjoSi S]ll in W - 8]115]l1+1 S]l1+l2

je njun produkt definiran kot
wripyPz — Sjo i Sqn T Sy gy
Potem je verjetnost pye,yp, sprehoda WEP1IWP2 enaka
PwPiwP2 = PwP1 * PwP2,
medtem ko je cena cyp, e, vzdolz sprehoda WFP1WP2 enaka

CwP1wP2 = CyyPy —+ CyyPa,
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1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

kjer sta ceni cyp, in cyp, zaporedoma poracunani glede na cenovno matriko C}
oziroma Cy. Poljuben sprehod

P, Py __ (litl2)k
W = 3j05j1 . € Sjo

S0 gk
lahko potem zapiSemo kot produkt sprehodov

k
wreP = T was Wi (4.5)

Jj=1

Verjetnost pyp,.p, sprehoda WF1P2 je enaka

k
PwPiPy = ]:[pW;;ll 'pWZQ’
=
njegova cena pa
k
CyyP1.Py = Z(szlj'l_l -+ CWQP;Q).
j=1
Zanima nas matematiéno upanje cene slu¢ajnega sprehoda (Xo, Xy ..., X, 41)8)
dolzine (I3 + l3)k zacensi v s;,:
E(C(XO, X1 Ce 7X(ll+l2)k)) = Z CywP1,P2 PyyP1,Po. (46)

PP (l1+l2)k
WPLP2es)
Opomba 4.1.3. Problem lahko na ociten nacin posplosimo na kon¢no mnogo ma-
trik.

4.2 ReSevanje z metodo Monte Carlo

Osredoto¢imo se najprej na osnovni problem, kjer je markovska veriga homogena,
podana s prehodno matriko P. Kot smo omenili v opombi 4.1.1, analitien izra-
¢un matemati¢nega upanja v (4.2) praktiéno pogosto ni mozen. Lahko pa pois¢emo
dobro oceno z metodo Monte Carlo, ki smo jo spoznali v tretjem poglavju. Vse,
kar moramo narediti, je, da generiramo dovolj velik vzorec slu¢ajnih sprehodov W¥
dolzine k z zaCetkom v sj, in za oceno vzamemo vzor¢no povprecje cen. Za kasnejso
referenco formalno podajmo algoritem CenaSprehoda(P, C, s;,, k), ki generira slu-
¢ajni sprehod (glede na prehodno matriko P) dolzine k z zaletkom v sj, in vrne
njegovo ceno (glede na matriko C') skupaj s kon¢nim stanjem sprehoda (v tem tre-
nutku informacije o kon¢énem stanju ne potrebujemo, jo pa bomo v nadaljevanju pri
reSevanju posploSenega problema).

Podajmo 8Se formalno osnovni algoritem Povpre¢jeHomogene(P, C, s;,, k, M),
ki generira vzorec M slucajnih sprehodov (glede na prehodno matriko P) dolzine k
z zaCetkom v s, in vrne povpreéje njihovih cen /i (glede na cenovno matriko C).
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1.2 ReSevanje z metodo Monte Carlo
J

Algoritem CenaSprehoda(P, C, s;,, k)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
cenovna matrika C € RV*N
zacetno stanje sj,,
dolzina k € N slucajnega sprehoda

Izhod: cena c € R vzdolZ generiranega sluc¢ajnega sprehoda dolZine k zacens$i v sj,,
kon¢no stanje s;, sprehoda

() := kumulativna matrika glede na P;
c:=0,1:=7j;
for n =1to k do
U := slu¢ajno stevilo na [0, 1];
a:=1,b:= N,
while a < b—1 do
d := celo stevilo, ki je najblizje "T“’;
if Q[i,d] < U then

a = d;
else
b :=d,
end if
end while
c:=c+ C(i,b);
1:=b;
end for
Jk =1

return c, s;,;

Algoritem Povpre¢jeHomogene(P, C, sj,, k, M)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
cenovna matrika C' € RV*V
zacetno stanje s;,
dolzina k € N slucajnega sprehoda,
velikost M vzorca
Izhod: vzorc¢no povprecje cen fi
fr:=0;
for j =1to M do
¢, _ := CenaSprehoda(P, C, s, k);
fo= i+
end for
fi = f1/M;
return /i
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1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

4.2.1 ResSevanje posploSenega problema

Ker je homogena markovska veriga poseben primer nehomogene markovske verige,
je posploSeni problem vsaj tako tezak kot osnovni problem, zato se bomo tudi v tem
primeru zadovoljili Ze z dobro oceno matemati¢nega upanja v (4.6). V nadaljevanju
predlagamo tri pristope, ki temeljijo na metodi Monte Carlo. Vse tri metode na nek
nac¢in uporabljajo algoritem CenaSprehoda. éeprav so zaradi enostavnosti vsi pri-
stopi predstavljeni za dve prehodni oziroma cenovni matriki, pa jih lahko posplosimo
za kon¢no mnogo matrik.

Prvi pristop

Sledimo osnovni ideji: generiramo vzorec slu¢ajnih sprehodov W¥1P2 dolzine (I; +
lo)k z zatetkom v s;, kot v (4.5) in za oceno zopet vzamemo vzor¢no povpredje
cen. Sprehode WP1P2 skupaj z njihovimi cenami generiramo tako, da izmeni¢no
uporabljamo algoritem CenaSprehoda za prehodni matriki Py, P in cenovni ma-
triki C;, Cy. Graficno lahko generiranje sprehoda W¥1P2 ponazorimo z naslednjim
diagramom:

P1 PQ P1 Pl P2
— A
Y ST Y T ) ﬂ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ T )
Sjo Ly Sy L Sy gy L S kg (h—1) S i)k

l1 2 5 1 2
7

-~

slucajni sprehodWP1-P2 dolzine (11 + I2)k

Podajmo e formalni algoritem Povprec¢jeNehomogenel(Py, Py, Cy, Cy, sy, 11, lo,
k, M), ki generira vzorec M slu¢ajnih sprehodov (glede na prehodni matriki Py in
P,) dolzine (I + ly)k z zacetkom v s;, in vrne povpredje njihovih cen i (glede na
cenovni matriki C in Cs).

Drugi pristop

Za trenutek se ustavimo pri osnovnemu problemu. Naj bo markovska veriga homo-
gena, podana s prehodno matriko P, radi pa bi izracunali matemati¢no upanje cene
(glede na matriko C', ki dolo¢a ceno c) slu¢ajnega sprehoda (Xg, X1, ..., X}) dolzZine
k z zatetkom v s;, kot v (4.2). Pokazimo, da lahko vso potrebno informacijo za
izra¢un zakodiramo na slu¢ajnem sprehodu (Yj, Y1) dolzine 1 zacensi v s, in sicer s
prehodno matriko P* ter primerno cenovno matriko C’, ki dolo¢a ceno ¢ na (Y, Y?).
Kaj moramo vzeti za elemente matrike C’, da bo veljalo

BE(d (Yo, V1)) = E(e(X1, Xa, ..., Xp))?

Ker nas (trenutno) zanimajo samo sprehodi, ki se za¢nejo v sj,, si poglejmo, kako
izgleda jo-ta vrstica matrike C’. Odgovor nam da naslednja trditev.
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4.2 ReSevanje z metodo Monte Carlo

Algoritem Povpre¢jeNehomogenel(Py, Py, Cy, Cs, 5, b, lo, k, M)

Vhod: prehodni matriki Py, Py € RV*V,
cenovni matriki O}, Cy € RV*N
zacetno stanje sj,
1,05,k € N,
velikost M vzorca
Izhod: vzor¢no povprecje cen i
fr:=0;
zacetek = jo;
for j =1to M do
for n=1to k do
¢, konec ;= CenaSprehoda(Py, C, zacetek, ly);
i := i+ ¢, zacetek := konec;
¢, konec ;== CenaSprehoda(Py, Cy, zacetek, ly);
il = fi + ¢, zacetek := konec;
end for
end for
fi = i/ M;
return [i;

Trditev 4.2.1. Pri zgornji notaciji in predpostavkah je vrednost ¢ . na (jo,j)-tem
mestu matrike C' enaka pogojnemu matematicnemu upanju

¢ = B(c(Xo, ... Xp) | Xi = 5;) (4.7)

JjoJj

slucagne spremenljivke c(Xo, X1, ... Xy) pri pogoju, da smo koncali v s;.

Dokaz: Pokazati moramo, da je E(c/(Yo,Y1)) = E(c¢(X1, Xo, ..., X))). Uporabimo
Bayesovo formulo na matemati¢nem upanju in ra¢unajmo:

j=1
N
P(Yi = 5| Yo = 5,) P(Yo = 5,0)
_ C,- ) J Jo Jo P(}/l — S‘)
Z P(Y: = s,) ’
N
=Y oy POYi =55 Yo = s5,) (4.8)
j=1
Opazimo, da velja
P(Y1=s;|Yy =s;,) =Pk . = P(X; = s), (4.9)



1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

kjer smo v zadnji enakosti uporabili, da je P(Xy, = sj,) = 1. Upostevajmo (4.9)
skupaj s predpostavko (4.7) v (4.8) in dobimo
N
B(d (Yo, 1)) = ) cjy; P(V1 = 5| Yo = 55,)

JoJ

S tem je trditev dokazana. n
Opomba 4.2.2. Za izra¢un poljubne vrstice ¢ matrike C’ uporabimo isti recept s
to spremembo, da je zac¢etno stanje sprehodov enako s;.

Naj S]’?Oj oznacuje mnozico vseh sprehodov dolzine £ z zaCetkom v s, in koncem

v 5;. Elementaren izracun pokaze, da lahko vrednost ¢ ; v (4.7) zapiSemo v obliki

Z CwP PwP
e (4.10)
C. .= . .
JoJ Z pr
wWeSsk

JjoJj

V praksi to pomeni, da moramo za izra¢un vrednosti C;'oj zgraditi mnozico Sj’?oj vseh
sprehodov dolzine k, ki zacnejo v s;, in koncajo v s;. Torej moramo za izracun
cele jo-te vrstice matrike C” zgraditi natanko mnozico S]’?O vseh sprehodov dolzine
k z zacetkom v sj,. Spomnimo, da je to natanko mnozZica, ki nastopa v osnovnem
problemu (4.2). Kot smo Ze omenili, je analiti¢no reSevanje osnovnega problema v
praksi tezko, ¢e sta parametra N in Se posebej k velika. Ce pa sta parametra dovolj
majhna, lahko problem resimo analiti¢no. V ta namen formalno podajmo algoritem
GradnjaSprehodov (P, s;,, k), ki vrne mnozico Sj’?o. Bralca opozorimo, da je slednji
algoritem modifikacija algoritma za iskanje v Sirino [13].

Ko imamo mnozico S;-“O zgrajeno, lahko izratunamo vrednosti ¢ ; matrike C” za

Jo-to vrstico. Mnozico S]'?O enostavno razbijemo na disjunktno unijo

N
k _ k
Sjo - U Sjoj
Jj=1

mnozic S5 ;. Nato za vsako mnozico S} . posebej uporabimo formulo v (4.10) in
izra¢unamo vrednosti ¢, .. Pozoren bralec bo opazil, da velja Se

JjoJ*
ko _
PJOJ_ Z Pwe.

k
WeSi

To pomeni, da matrike P* ni potrebno posebej ra¢unati, ampak jo dobimo za-
stonj med samo gradnjo matrike C’. Za nadaljnjo referenco podajmo Se algoritem
GradnjaMatrik(P, C, k), ki z uporabo algoritma GradnjaSprehodov zgradi matriki
P* in C". Na tem mestu opozorimo, da je v praksi gradnja matrike C’ tako tezka,
kot je reSevanje N osnovnih problemov.
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1.2 ReSevanje z metodo Monte Carlo
J

Algoritem GradnjaSprehodov(P, s;,, k)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
zacetno stanje sj,
dolzina k € N sluc¢ajnega sprehoda
Izhod: mnozica Sfo
S = {h
S := prazna vrsta;
Vstavi (s;,) v vrsto S;
while S ni prazna do
Vzemi prvi element W iz vrste S;

Recimo, da je W = (S5, Sj1s- -5 Sjm);
if m = k then

Sk =Sk U{W}
else

fori:=1to N do
if P[m,i] > 0 then
Vstavi (Sjo, Sjis- - Sjms Si) V VIStO S
end if
end for
end if
end while

k.
return S7;

Algoritem GradnjaMatrik(P, C, k)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
cenovna matrika C' € RV*N
dolzina k € N slucajnega sprehoda
Izhod: prehodna matrika P*, cenovna matrika C"
P* := ni¢elna matrika dimenzije N x N;
C' := nifelna matrika dimenzije N x N;
for s =1to N do
Sk .= GradnjaSprehodov(P, s;, k);
for W € SF do
Recimo, da je W = (54,8, -, Sj,_1+55);
PwP = psisjl .. 'psjk_lsj’ CyPp = CSI.S],1 —+ .4 C5jk_15j;
Pk[l,j] = Pk[l,j] + pwe, C/[Zvj] = C,[lvj] + CwPpwP;
end for
for j =1to N do
C'li, 5] = C'[i, j1/P*[i jl;
end for
end for
return P* C;

47



1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

Opomba 4.2.3. Algoritma GradnjaSprehodov in GradnjaMatrik lahko uporabimo
tudi v primeru, ko sta matriki P in C' odvisni od ¢asa n. V algoritmu enostavno
zamenjamo P in C' zaporedoma s P(n) in C'(n). To dejstvo bomo izkoristili v tretjem
pristopu.

Opomba 4.2.4. Ce C' ne moremo izracunati analiti¢no, potem lahko pois¢emo
njen priblizek recimo tako, da pois¢emo N ocen za osnovni problem z metodo
Monte Carlo. Natan¢neje, za vsako vrstico i,7 = 1,2,..., N, z uporabo algoritma
CenaSprehoda(P, C, s;, k) generiramo na primer M sluc¢ajnih sprehodov dolzine
k z zacetkom v s;, nato jih uredimo v N skupin &; glede na konc¢na stanja s;,
j=1,2,..., N, in definiramo

Z CwP
- J
KA

Podajmo formalni algoritem PriblizekCenovne(P, C, k, M), ki za ra¢unanje vsake
vrstice M-krat uporabi algoritem CenaSprehoda, in vrne priblizek matrike C’. V
tem primeru matriko P* izra¢unamo posebe;j.

Algoritem PriblizekCenovne(P, C, k, M)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
cenovna matrika C' € RV*V
dolzina k£ € N slucajnega sprehoda,
Stevilo ponovitev M
Izhod: priblizek cenovne matrike C’
C' := ni¢elna matrika dimenzije N x N,
V' := nicelna matrika dimenzije N x N;
for:=1to N do
for j =1to M do
¢, konec ;== CenaSprehoda (P, C, s;, k);
C'[i, konec| := C'[i, konec| + ¢; V[i, konec| := Vi, konec|] + 1;
end for
end for
fori,j €{1,2,...,N} do
if C'[i,j] # 0 then
C'li j) = C'li, 41/ Vi, )
end if
end for
return C’;

Vrnimo se zdaj nazaj k reSevanju posploSenega problema, kjer imamo nehomo-
geno markovsko verigo {X,, },er, podano s prehodnima matrikama Py in Py kot v
(4.3), in pripadajoc¢i cenovni matriki C; in Cy kot v (4.4). Oglejmo si prvih [; + Io
korakov markovske verige { X, },er z zacetkom v s;,. Ideja je, da informacijo o prvih
[ korakih glede na P, in pripadajoc¢o C} zakodiramo s sprehodom dolzine 1 glede na
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1.2 ReSevanje z metodo Monte Carlo
J

prehodno matriko Pll1 in pripadajoco cenovno matriko Cj,, kot smo opisali zgoraj.
Podobno lahko informacijo o naslednjih [y korakih glede na P, in Cy zakodiramo
s prehodno matriko P2 in cenovno matriko Cj,. Tako verigo {X,},er opiSemo z
nehomogeno markovsko verigo {Y,, },er s prehodno matriko

P! ¢ten=2k-1,keN
P/(n)=4{ L’ : ! 4.11
(n) {Pl;, Gen =2k, k €N, (4.11)
ceno ¢ na sluc¢ajnem sprehodu (Yp, Y7 ..., Ya,) pa s cenovno matriko
C,. Gn=2%-1keN
! _ 19 ) )
¢'n) = { C,, ten=2k keN. (4.12)
Sedaj iS¢emo oceno za matemati¢no upanje E(c(Yp,Yi...,Ya)), ki je jasno zelo

poseben primer posplosenega problema, ko je [y = I = 1. Od tu naprej nadaljujemo

l 1
z reSevanjem kot v prvem pristopu. Grafiéno lahko generiranje sprehoda WP1 P2
dolzine 2k ponazorimo z naslednjim diagramom:

l !

P!l P P!l P!l P2
_—
./N./N. .. /N./_\.
Sjo > Sj1 S Sie ottt Sjop1 o S
1 1 1
N
Vv

l l
sluzajni sprehod WP P2 dolzine 2k

Podajmo e formalni algoritem Povprec¢jeNehomogene2(Pq, Py, Cy, Cy, s, 11, lo,
k, M), ki zgradi prehodni matriki P!, P2 kot v (4.11) ter cenovni matriki C;,, C,
kot v (4.12), generira vzorec M slucajnih sprehodov (glede na P, P2) dolzine 2k z
zaCetkom v s, in vrne povprecje njihovih cen i (glede na Cy,, Cy,).

Algoritem Povpre¢jeNehomogene2(Py, Py, Cy, Cs, 5, b1, lo, k, M)

Vhod: prehodni matriki Py, Py € RV*V,
cenovni matriki Cy, Cy € RV*N,
zacetno stanje s;,
l1,ls,k € N,
velikost M vzorca
Izhod: vzor¢no povprecje cen i
P!, C;, := GradnjaMatrik(Py, Cy, 1,);
P2, C), := GradnjaMatrik(Py, Cy, l);
return /i := Povpre¢jeNehomogenel(P!, P2, C;., Cy,, Sios 1, 1, k, M);

Tretji pristop

Ta pristop se od drugega razlikuje v na¢inu ra¢unanja ocene za matemati¢no upanje
E(d (Yo, Y1...,Y5)). Ce smo pri drugem pristopu to oceno izrac¢unali neposredno z
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1 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

uporabo prvega pristopa, pa tu ponovno uporabimo idejo o kodiranju informacije,
ki smo jo uporabili v prvem delu drugega pristopa.

Kot v drugem pristopu najprej izracunamo matriki F; = Plf in Fy = PIQQ, ki
dolo¢ata prehodno matriko P’(n) markovske verige {Y,, },er, ter matriki Cj, in C,,
ki dolo¢ata cenovno matriko C’(n) in ceno ¢’ na sprehodu (Yp, Y1, ..., Yax). Sedaj si
oglejmo prva dva koraka verige {Y), }ner z zaletkom v s;,. Podobno kot prej lahko
vso potrebno informacijo o prvih dveh korakih zakodiramo na slu¢ajnem sprehodu
(Zy, Z1) dolzine 1 zacensi v sj,, in sicer s prehodno matriko F = Fy - F5 ter cenovno
matriko C”, ki dolo¢a ceno ¢’ na (Zy, Z1). Cenovno matriko C” skupaj s prehodno
matriko F zopet zgradimo z algoritmom GradnjaMatrik(P’(n), C’'(n), 2).

Verigo {Y,, }ner tako opisemo s homogeno markovsko verigo {Z,, } ,er s prehodno
matriko F, ceno ¢” na slu¢ajnem sprehodu (7, Zs, . . ., Zi) pas cenovno matriko C”.
Sedaj i8¢emo oceno za matemati¢no upanje E(c'(Zy, Z1 . .., Zx)), ki je o¢itno primer
osnovnega problema. Torej smo posploSeni problem prevedli na osnovnega. Grafi¢no
lahko generiranje sprehoda W¥ dolzine k ponazorimo z naslednjim diagramom:

F F F F F

PN
./N./N. “‘/N./—\.
Sjo — - Sh \_,73]'2\_,7"'\_783'1@—1 — S
1
N J
Vv

slu¢ajen sprehod WF dolzine k

Podajmo 8e formalni algoritem Povpre¢jeNehomogene3(Py, Py, Cy, Cs, sj,, l, o,
k, M), ki najprej zgradi prehodni matriki Pal, Pl22 kot v (4.11) ter cenovni matrik
C,, C), kot v (4.12), nato zgradi prehodno matriko F in cenovno matriko C” ter
generira vzorec M sluc¢ajnih sprehodov (glede na F) dolzine k z zafetkom v sj, in
vrne povprecje njihovih cen i (glede na C”).

Algoritem Povpre¢jeNehomogene3(Py, Po, Cy, Cs, S5, U1, lo, k, M)

Vhod: prehodni matriki P;, Py, € RV*V,
cenovni matriki O}, Cy € RN*N
zacetno stanje sj,
l1,ls,k € N,
velikost M vzorca
Izhod: vzor¢no povprecje cen fi
P!, C), := GradnjaMatrik(Py, Cy, 1,);
P2, C), := GradnjaMatrik(Py, Cy, l);
P’(n) := prehodna matrika, dolo¢ena z matrikama P% in P2 kot v (4.11);
C’(n) := cenovna matrika, dolo¢ena z matrikama Cj, in Cj, kot v (4.12);
F,C" := GradnjaMatrik(P’(n), C'(n), 2);
return /i := Povpre¢jeHomogene(F, C”, s;,, k, M);

Opomba 4.2.5. Ce sta parametra [; in [y prevelika, lahko izracunamo priblizek
cenovnih matrik Cj, in C), kot v drugem pristopu. Isto idejo lahko uporabimo tudi
pri cenovni matriki C”, ¢e je analiti¢no rac¢unanje prezahtevno.
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4.3 Pristop, ki uporablja difuzijske valcke
4.3 Pristop, ki uporablja difuzijske valcke

Oceno matemati¢nega upanja E(c(X1, Xo, ..., Xx)) v osnovnem problemu lahko po-
iS¢emo tudi s pristopom, ki so ga predlagali v [19] in temelji na uporabi difuzijskih
valtkov za izraC¢un n-te potence prehodne matrike markovske verige [11]. V tem
razdelku bomo predstavili ta pristop.

Naj bo f: R — R funkcija. V [19] predlagajo oceno za
E(f(c(X1, Xo,- -, X)) = D flCioji + -+ + G Piosn P (413)
j17j27"'ajk€S

Opomba 4.3.1. Oceno za matemati¢no upanje F(c(Xy, Xs, ..., X)) dobimo, ¢e v
(4.13) za f vzamemo identi¢no funkcijo f(z) = =.

Prva ideja je, da vsoto v (4.13) zapiSemo v integralsko obliko. Naj bo P (t) nxn
matrika, ki je odvisna od realne spremenljivke ¢, njeni elementi pa naj bodo oblike
e'i'p;;. Nadalje, naj 1 oznacuje n X 1 vektor enic in naj e% oznacCuje 1 X n enotski
vektor z enico na jo-ti komponenti. Opazimo, da je (u,v)-ti element n X n matrike

[Po(t)]* oblike
Yo ettty oy D
J1,9250Jk—1
Elementarni ra¢un pokaze, da je produkt el [Po(t)]*1 enak
ejTO [Pc(t)]kl - Z ei(cjojl+Cj1j2+m+cjk71jk)tpjoj1 " Pk (4'14)
J1:J25 50k —1,JK €S

Uporabimo neunitarno inverzno Furierovo transformacijo
fa) = on [ Floeta
T) = — e
21 ) o ’
kjer je f(z) = e f(t)e " dz. Upostevajmo $e (4.14) in racunajmo

E(f(X) = Y [+ G+ + G rji)PioinPiin** Diri
j17j2,~-.,jk€5’

1 < i(Cjojq T FCi i
_ Z <%/ f(t)e (Cigiy -+ Jklﬂk)tdt> Piojr = " Pir_17k

jl7j27"'7jk€s

1 RN i(Co i dvdcs s
- % / f(t) Z € Clon* +C]k71]k)tpjoj1 o 'pjk—ljkdt
— 0

J1,325-,Jk €S

— 5 | foireo)

- ;-/_Zf(t)[zac(t)]kmt.

e
™

o1



4 Matemati¢no upanje in potence prehodnih matrik

Zdaj, ko imamo matemati¢no upanje v (4.13) zapisano v integralski obliki, v ¢lanku
[19] predlagajo, da diskretiziramo integral z neko napako in nato vsak ¢len diskreti-
zacije, zopet z neko napako, izracunamo z metodo difuzijskih valckov.

Kot smo omenili v opombi 4.3.1, osnovni problem dobimo, ¢e za funkcijo f izbe-
remo f(x) = x. Pripadajoca Furierova transformacija funkcije f je v tem primeru
enaka

~

F(t) = 2mis'(2),
kjer je &' prvi odvod Diracove delta funkcije. Ker Diracova delta funkcija zavzame
vrednost ni¢ povsod razen v 0, je diskretizacija trivialna. Z uporabo enakosti

/ " S (0)glt)dt = —g'(0)

dobimo
1 o
E(X) = py er /_ 2mi 0'(t) [Po(t)]* 1 dt
=i ([ v reorar)
= —iej, ([Pe(t)]") |0 1
k ‘ |
1> Pc<o>z-1<DPc<t>>|t0%(0)’“@] 1, (4.15)
i=1
kjer D ozantuje operator 24 z elementi matrike DPo(t) oblike ei'c;;p;;. V ¢lanku

[19] za vrednost k predlagajo k = 2P za p > 0, saj metoda difuzijskih val¢kov najbolje
deluje za potence Stevila dva. Potem lahko vsoto (4.15) zapiSemo kot

op—1

E(X)=¢f > (Pc(oy'1DPC(0)PC(0)’”+PC(0)’fZDPC(O)PC(O)i1) 1. (4.16)

i=1

Opozorimo, da je Po(0) natanko prehodna matrika P, matrika D Po(0) pa je produkt
po komponentah matrik C' in P.

Potence Py (0)7 v zgornji vsoti (4.16) izrafunamo na naslednji na¢in. Najprej
potenco j zapiSemo kot vsoto potenc dvojke: j = 2P1 42P2 ... 4+2P7 Vsako potenco
dvojke matrike Pr(0) izracunamo z metodo difuzijskih val¢kov kot je predlagano v
[11]. Nazadnje Po(0)! izra¢unamo kot

Pc(0) = Po(0)*" Po(0)2™ -+ Po(0)*".

Opazimo, da je 2P — 1 najvedja potenca, ki nastopa v (4.16). Ker je

p—1
’—1=> 2
=0

je za izracun P (0)%~' potrebno poznati vse matrike Po(0)¥, i = 1,2,...,p — 1
za 1 = 0 matriko ze poznamo). Zato najprej izracunamo vse potence dvojke in
JPIE] J
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1.3 Pristop, ki uporablja difuzijske valcke

Algoritem PovprecjeDifuzijskiValcki(P, C, sj,, p)

Vhod: prehodna matrika P € RV*V,
cenovna matrika C' € RV*V
zacetno stanje s;,
peN
Izhod: ocena i za
D := produkt po komponentah matrik P in C’
M := ni¢elna matrika dimenzije N x N;
P := prazen seznam dolzine p; P[0] := P;
1 :=n x 1 vektor enic; ejTo := 1 x n enotski vektor z enico na jy-ti komponenti;
fori=1top—1do
Izracunaj P% z uporabo difuzijskih valckov;
Pli] := P%;
end for
fori=1to 2’1 do
Naj bo ¢ — 1 = 2Pt + 2P2 4 2Pr;
A:=Plp] - Plpe) - - Ploe]s
Naj bo 2P — 4 = 2P1 4 2P2 4 2P1;
B :=Plp] - Plpo] - Plpj);
M := M+ ADB + BDA;
end for
return fi:=el - M-1;

jih shranimo. S tem prihranimo pri ¢asu, ko racunamo ostale potence. Zdruzimo
vse skupaj v algoritem Povpre¢jeDifuzijskiValcki(P, C, sj,, p), ki z uporabo metode
difuzijskih val¢kov za racunanje potenc vrne oceno [ za matemati¢no upanje .

Opomba 4.3.2. Metoda difuzijskih valckov za rac¢unanje potenc matrik se zado-
voljivo obnaSa v primeru, ko ima matrika nizek numeri¢ni rang. RazloZimo bolj
natanc¢no, kaj to pomeni. Spomnimo se najprej, da je rang matrike A definiran kot
Stevilo neodvisnih stolpcev v A. Toda ob prisotnosti napak — recimo pri aproksima-
ciji, diskreditizaciji ali zaokrozevanju — ta definicija ni uporabna, ker bi bilo mozno
stolpce matrike A, ki so iz matemati¢nega vidika strogo neodvisni, iz prakti¢nega
vidika smatrati kot skoraj linearno odvisne. Grobo rec¢eno je numeri¢ni rang enak
Stevilu stolpcev matrike A, ki so, glede na neko toleranco, prakti¢no linearno neod-
visni. Formalno je numericni -rang rs matrike A € RV*N_ glede na dano toleranco
0 > 0, definiran kot
rs = min{rang(B) | ||A — Bl < ¢},

kjer ||-||2 oznaluje spektralno oziroma 2-normo. Recemo, da ima matrika A nizek
numericni rang rg, ¢e velja rs << N, to je, numericni rang rs je precej manjsi kot red
N matrike A. Ve¢ o numeri¢nem rangu si lahko bralec prebere v [22].

Kot smo 7ze omenili, lahko algoritem PovpreéjeDifuzijskiValc¢ki uporabimo samo

za reSevanje osnovnega problema, pa Se to pod doloc¢enimi pogoji. Zato ga bomo v
naslednjem poglavju primerjali le z algoritmom Povpre¢jeHomogene.
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5

Eksperimentalni rezultati

V tem poglavju ekperimentalno ovrednotimo predstavljene metode. Da poenosta-
vimo zapis, algoritme Povprec¢jeHomogene, Povprec¢jeNehomogenel, PovpreéjeNeho-
mogene2 inPovprec¢jeNehomogene3 krajse zapiSemo zaporedoma kot PH, PN1, PN2
in PN3. Poleg tega algortima GradnjaMatrik in PriblizekCenovne krajse zapisemo
zaporedoma kot GM in PC.

Pri algoritmu PN2 lo¢imo dve varianti glede na to, ali cenovni matriki Cj, in C},
izracunamo z algoritmom GM ali pa uporabimo algoritem PC in pois¢emo njuna
priblizka:

(i) PN2(GM) oznacuje, da smo v algoritmu PN2 uporabili algoritem GM,
(ii) PN2(PC) oznacuje, da smo v algoritmu PN2 uporabili algoritem PC.

Podobno v algoritmu PN3 — poleg tega, da lo¢imo, ali smo za Cj, in C, upo-
rabili algoritem GM oziroma PC — nadalje lo¢imo Se dve varianti glede na to, ali
cenovno matriko C” izra¢unamo z algoritmom GM ali pa uporabimo algoritem PC
in poiS¢emo njuna priblizka. Skupaj dobimo $tiri mozne variante:

(i) PN3(GM-GM) oznacuje, da smo v PN3 za C),, Cj, in C” uporabili GM,
(ii) PN3(GM-PC) oznacuje, da smo v PN3 za Cj,, C), uporabili GM, za C” pa
PC,
(iii) PN3(PC-PC) oznacuje, da smo v PN3 za Cj,, C), in C” uporabili PC,
(iv) PN3(PC-GM) oznacuje, da smo v PN3 za Cj,, C}, uporabili PC, za C” pa GM.

Nadalje, algoritem, ki uporablja difuzijske valcke, krajSe zapisemo kot PDV. Vse
algoritme smo implementirali v programskem okolju MATLAB in jih testirali na ra-
¢unalniku s procesorjem Intel® Pentium® CPU N3520 @ 2.16GHz in 4 GB pomnil-
nika. Pri implementaciji algoritma PDV smo za izracun potenc matrike uporabili
obstojeco kodo, dano v [11].
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5 Eksperimentalni rezultati
5.1 Testna mnozica podatkov

Za eksperimentalno ovrednotenje potrebujemo testno mnozico prehodnih in cenov-
nih matrik. V naslednjem podrazdelku opiSemo postopek za generiranje umetnih
podatkov. Poleg tega v podrazdelku 5.1.2 posebej predstavimo Se postopek za ge-
neriranje delno umetnih podatkov, ki opisujejo sistem izmenjave in uporabe koles v
Ljubljani.

5.1.1 Simulacija umetnih podatkov

Prehodna matrika

Prehodno matriko P dimenzije N x N generiramo tako, da je vsak element matrike
P nenicelen z verjetnostjo \/LN in za vsako vrstico i velja ijzlpij = 1. Podajmo Se
formalno algoritem GenerirajPrehodno(/N), ki za poljubno naravno stevilo NV vrne

prehodno matriko P.

Tako generirano matriko lahko uporabimo za testiranje naSih metod, vendar
pa je za uporabo algoritma PDV potrebno zagotoviti Se dodaten pogoj: matrika
P mora imeti nizek numeri¢ni rang. V ta namen naredimo e dodatni test, ali
ima prehodna matrika nizek numeri¢ni rang pri neki specifi¢ni toleranci. Matrike s
takimi lastnostmi nato uporabimo pri testiranju.

Cenovna matrika

Fiksirajmo poljubni pozitivni realni stevili ¢,d > 0. Za vsak nenic¢elni element pre-
hodne matrike P generiramo pripadajoc¢i element cenovne matrike C' iz porazdelitve
naslednje sluc¢ajne spremenljivke

Y =c-[log(X)| —d,

kjer je X zvezna enakomerno porazdeljena slu¢ajna spremenljivka na intervalu [0, 1].
Ni se tezko prepricati, da ima slu¢ajna spremenljivka c - |log(X)| eksponentno po-
razdelitev s parametrom 1. Slu¢ajno spremenljivko ¢ - |log(X)| nato premaknemo
za konstanto —d z razlogom, da je lahko kakSen element matrike C' tudi negativen.
Podajmo 8e formalni algoritem GenerirajCenovno(P, ¢, d), ki za dano prehodno ma-
triko P ter parametra c in d vrne pripadajoco cenovno matriko C.

Podatki

Z uporabo algoritmov GenerirajPrehodno in GenerirajCenovno smo generirali pre-
hodne in cenovne matrike naslednjih dimenzij:

(i) za osnovni problem 317 x 317, 411 x 411 in 1000 x 1000,
(ii) za posploSeni problem 235 x 235 (I; = 2, [, = 3) in 500 x 500 (I; =2, I, = 1).

Pri generiranju cenovnih matrik smo uporabili konstanti ¢ = 100 in d = 10.
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Algoritem GenerirajPrehodno(N)

Vhod: naravno stevilo N
Izhod: prehodna matrika P dimenzije N x N
P := nicelna martika dimenzije N x N;
while matrika P ima nic¢elno vrstico do
fori,j €{1,2,...,N} do
U := slu¢ajno $tevilo na [0, 1];
if U< \/LN then
P[i,j] := L
end if
end for
end while
vsota := nicelni vektor velikosti NV;
fori,j €{1,2,...,N} do
if P[i,j] == 1 then
U := slucajno stevilo na [0, 1]; P[i, j] := U; vsotali] := vsota[i] + U,
end if
end for
fori,j €{1,2,...,N} do
P[i, j| := P[i, j]/vsotali];
end for
return P:

Algoritem GenerirajCenovno(P, ¢, d)

Vhod: prehodna matrika P dimenzije N x N,
Vhod: pozitivni realni stevili ¢ in d
Izhod: cenovna matrika C' dimenzije N x N
for i =1 to N do
for j =1to N do
if P[i,j] > 0 then
U := slu¢ajno 8tevilo na [0, 1];
Cli, j] == c|log(U)| — d;
end if
end for
end for
return
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5 Eksperimentalni rezultati
5.1.2 Simulacija sistema izmenjave koles

Zelimo simulirati sistem izmenjave koles v Ljubljani, kjer je trenutno 36 kolesarskih
postajalis¢. Predstavimo, kako generiramo prehodni matriki, ki opisujeta voznjo
kolesa med postajalisci, in pripadajoco cenovno matriko, ki v tem primeru predsta-
vlja realne razdalje med postajalis¢i. Bralca opozorimo, da smo poskusali pridobiti
realne podatke o izposoji koles registriranih uporabnikov ljubljanskega sistema, zal
pa smo bili pri tem neuspesni.

Prehodni matriki

Generiranje matrik temelji na naslednjih predpostavkah. Potreba po izposoji koles
je porazdeljena tako, da so v jutranjih urah in zgodaj popoldan postajalis¢a v cen-
tru mesta predvsem prihodna postajaliS¢a, pozno popoldan pa postanejo predvsem
odhodna postajalis¢a. Poleg tega se vecina ljudi nagiba h krajSim voznjam in se
zato daljse voznje zgodijo s precej manjSo verjetnostjo. V jutranjih urah je vecja
verjetnost, da si kolesar izposodi kolo s postajalis¢ na obrobju mesta in kolesari proti
postajalis¢em v centru mesta. Ravno nasprotno se zgodi v popoldanskih urah.

Upostevajoc zgornje predpostavke bolj natanéno predstavimo generiranje preho-
dnih matrik Py in P,, ki zaporedoma opisujeta potrebo po izposoji koles zjutraj in
popoldan. Najprej generiramo matriki (), in ) tako, da vsak njun element generi-
ramo iz enakomerne porazdelitve na intervalu [a, b], kjer interval [a, b] izberemo glede
na lokacijo postajalis¢, ¢as potovanja in smer potovanja. V ta namen postajaliSc¢a
najprej razdelimo v pet skupin: skupino v centru mesta (na sliki 5.1 je to skupina
postajalis¢, oznacena s krogei) in §tiri skupine v predmestju (na sliki 5.1 so to sku-
pine postajalis¢, oznacene s krizci, trikotniki, kvadratki in zvezdicami). Intervale
nato dolo¢imo na naslednji nacin:

(i) Ce sta postajaliséi A in B v skupini v centru, potem je a = 0.6 in b = 0.9 (za
obe matriki 1, Q2 in obe smeri),

(ii) ¢e se postajalisée A nahaja v eni od predmestnih skupin, medtem ko je posta-
jalisée B v neki drugi predmestni skupini, potem je a = 0 in b = 0.01 (za obe
matriki )1, Q2 in obe smeri),

(iii) ¢e se postajalis¢i A in B nahajata v isti predmestni skupini, potem je a = 0
in b= 0.2 (za obe matriki @)1, Q2 in obe smeri),

(iv) Ce se postajalis¢e A nahaja v skupini v centru, medtem ko je postajalisée B v
predmestni skupni, potem je

(a) @ =0in b = 0.3 (za matriko @1, ¢e je smer iz A v B, in za matriko @,
Ce je smer iz B v A),

(b) a=0.71in b = 1 (za matriko @1, ¢e je smer iz B v A, in za matriko @,
Ce je smer iz A v B).

Poleg tega je verjetnost, da se kolo vrne nazaj na isto postajalisce, iz katerega
je zacelo, nenicelna. V tem primeru vzamemo a = 0.01 in b = 0.35 za obe matriki
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5.2 Testiranje metod in analiza rezultatov
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Slika 5.1: Leva slika prikazuje realne polozaje kolesarskih postajalis¢ in glavne poti
v Ljubljani, medtem ko desna slika prikazuje delitev postajalis¢ v pet skupin.

@1 in Q2. Nazadnje prehodni matriki Py in Py dobimo zaporedoma iz matrik ),
in (), tako, da vsako njuno vrstico normaliziramo.

Cenovna matrika

Za cenovno matriko ' smo vzeli matriko razdalj. Natanc¢neje, s pomocjo Google
zemljevida smo za vsaki postajaliSci s; in s; vzeli najkrajSo obstojeco kolesarsko pot
med s; in s; in vrednost, merjeno v kilometrih, shranili na (4, j)-to mesto v C. Ker je
verjetnost, da se bo kolesar vrnil nazaj v isto postajalis¢e, nenic¢elna, smo vrednosti
¢;; generirali iz enakomerne porazdelitve na intervalu [1.1,2.2].

5.2 Testiranje metod in analiza rezultatov

Vse pristope med seboj primerjamo glede na realen ¢as, potreben za izra¢un ocene. V
podrazdelku 5.2.1 na treh umetnih primerih primerjamo algoritem PH z algoritmom
PDV. Nato v podrazdelku 5.2.2 na dveh umetnih primerih in sistemu izmenjave
koles med seboj primerjamo algoritem PN1, dve varianti algoritma PN2 (PN2(GM),
PN2(PC)) in §tiri variante algoritma PN3 (PN3(GM-GM), PN3(GM-PC), PN3(PC-
PC), PN3(PC-GM)). Ce kaksna izmed variant PN2(GM), PN3(GM-GM), PN3(GM-
PC) ali PN3(PC-GM) v konkretnem primeru ni vklju¢ena v primerjavo, pomeni, da
je bilo iskanje v Sirino prezahtevno in algoritma GM nismo mogli uporabiti.

5.2.1 Osnovni problem

Rezultati za primere dimenzij 317 x 317, 411 x 411 oziroma 1000 x 1000 so podani
zaporedoma v tabelah 5.1-5.3. Prvi stolpec prikazuje dolzino k sluc¢ajnih spreho-
dov, ki jih generiramo. Naslednjih pet stolpcev se nanaSa na algoritem PH. Ker je
PH stohasticen algoritem, smo ga za vsako vrednost k& pognali desetkrat in v dru-
gem, tretjem ter Cetrtem stolpcu zaporedoma predstavili minimalen, maksimalen in
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5 Eksperimentalni rezultati

povpre¢ni rezultat vseh zagonov. Peti stolpec opisuje povpreéni izvrsilni ¢as (v se-
kundah) desetih zagonov na izbranih podatkih. Velikost vzorca M je predstavljena
v Sestem stolpcu. Predzadnja stolpca se nanasata na algoritem PDV. Za razliko od
PH je PDV deterministi¢ni algoritem, zato smo ga za vsako vrednost k£ pognali en-
krat in v sedmem stolpcu predstavili rezultat, ki ga le-ta vrne, medtem ko je izvrsilni
¢as (v sekundah) prikazan v osmem stolpcu. V zadnjem stolpcu je absolutna razlika
med povpre¢nim izvrSilnim c¢asom algoritma PH in izvrSilnim ¢asom algoritma PDV
izrazena v odstotkih izvrsilnega ¢asa algoritma PDV.

Naslednji parametri so bili uporabljeni v algoritmu PH:

(i) velikost testnega vzorca My = 10* (v vseh treh primerih),
(ii) stopnja znadilnosti o = 0.01 (v vseh treh primerih),
(iii) relativna napaka e = 107 (v primerih dimenzij 317 x 317 in 411 x 411) in
e = 10~* (v primeru dimenzije 1000 x 1000).

Toleranca, ki smo jo uporabili pri metodi difuzijski val¢ki, je integrirano Stevilo v
programu MATLAB in sicer 2.2 - 10716,

Tabela 5.1: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PH in PDV za prehodno matriko
in pripadajoco cenovno matriko dimenzije 317 x 317.

k PH PhV pohitritev
fin o e fpls) M i)
25 2861 2866 2865 8 258932 2867 247 97%
26 5671 5680 5676 8 130612 5678 289 97%
27 11323 11337 11331 8 65454 11334 350 98%
28 22671 22695 22684 8 32762 22685 399 98%
29 45371 45447 45414 8 16201 45403 462 98%
210 90784 90954 90872 8 8162 90870 567 99%

Tabela 5.2: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PH in PDV za prehodno matriko
in pripadajoco cenovno matriko dimenzije 411 x 411.

PH PDV

k pohitritev
fimin  foax Ay fo(s) M i is)
2° 2865 2869 2867 10 252622 2869 204 95%
20 5758 5766 5761 10 125414 5762 252 96%
27 11493 11510 11500 10 64222 11504 301 97%
28 23046 23073 23055 10 31737 23048 366 97%
29 46086 46138 46118 11 15798 46114 420 97%
210 92154 92309 92239 11 7966 92243 515 98%
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5.2 Testiranje metod in analiza rezultatov

Tabela 5.3: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PH in PDV za prehodno matriko
in pripadajoco cenovno matriko dimenzije 1000 x 1000.

PH

PDV

k pohitritev
fimin e f bp(s) M i ts)
25 2906 2907 2907 905 25980000 2908 1806 50%
26 5796 5797 5797 1026 12892788 5797 2167 53%
27 11639 11642 11640 1110 6604388 11639 2715 59%
28 23252 23255 23253 1083 3211753 23255 3215 66%
29 46529 46536 46534 1115 1627952 46531 3962 72%
210 92958 92974 92968 1088 806173 92967 5336 80%

Na sliki 5.2 so za primer dimenzije 411 x 411 za vsak k = 2°,26 27,28 29 210 po-
dani tudi histogrami relativnih frekvenc vzorcev, ki smo jih generirali z algoritmom
PH. Za vsak histogram je podano povprecje i, desetih vzor¢nih povprecji in povpre-
¢je 0, desetih vzor¢nih standardnih odklonov. Spomnimo, da smo v opombi 4.1.2
nakazali, da se porazdelitev slu¢ajne spremenljivke ¢(Xg, X ..., Xi) pod dolo¢enimi
pogoji priblizuje normalni porazdelitvi. To se lepo vidi tudi na sliki 5.2.
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: i ]
& 0 &
g :
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Slika 5.2: Vzor¢éne porazdelitve slu¢ajne spremenljivke ¢(Xo, X; ..., Xx) za primer

dimenzije 411 x 411.
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5 Eksperimentalni rezultati

Kot lahko vidimo iz tabel 5.1-5.3, je ocitno, da algoritem PH prekasa algoritem
PDV. Za rezultate v tabelah 5.1-5.2, izracunane z algoritmom PH, obstaja odstotek
verjetnosti, da se le-ti razlikujejo od prave vrednosti p na tretji Stevki, ker smo za
stopnjo znadilnosti vzeli & = 0.01, za relativno napako pa ¢ = 1073. Podobno za
rezultate v tabeli 5.3, izraCunane z algoritmom PH, obstaja odstotek verjetnosti,
da se le-ti razlikujejo od prave vrednosti p na cetrti Stevki, ker smo za stopnjo
znacilnosti vzeli o = 0.01, za relativno napako pa e = 1074

Opazimo, da so ocene, izracunane z obema algoritmoma, precej podobne, vendar
pa je izvrsilni ¢as, potreben za izracun, pri algoritmu PDV precej vecji. Z narasc¢ajo-
¢im parametrom k£ tudi ¢asi algoritma PDV narasc¢ajo, medtem ko so pri algoritmu
PH precej konstantni pri fiksni relativni napaki € in stopnji znacilnosti a.

5.2.2 PosploSeni problem

Rezultati za primer dimenzije 235 x 235 oziroma 500 x 500 so podani zaporedoma
v tabelah 5.4 in 5.5, medtem ko so rezultati za sistem izmenjave koles podani v
tabeli 5.6. Prvi stolpec prikazuje dolzino k sluc¢ajnih sprehodov, ki jih generiramo,
medtem ko drugi stolpec opisuje algoritme PN1, PN2(GM), PN2(PC), PN3(GM-
PC), PN3(PC-PC) in PN3(PC-GM), ki jih primerjamo. Opozorimo, da varianta
PN3(GM-GM) zaradi ¢asovne prezahtevnosti iskanja v 8irino ni vklju¢ena v primer-
javo v nobenem primeru. Zaradi enakega razloga varianta PN3(PC-GM) ni vklju-
¢ena v primerjavo v primerih dimenzij 235 x 235 in 500 x 500, medtem ko varianta
PN3(GM-PC) ni vklju¢ena v primerjavo v primeru izmenjave koles. Ker so vsi pre-
dlagani algoritmi za reSevanje posplosenega problema stohasticni, je zopet primerno,
da jih pozenemo veckrat. Ta test zaradi casovnega obsega ni bil izveden, zato smo
jih pognali le enkrat na izbranih podatkih. Tretji stolpec predstavlja rezultate [,
ki jih vrnejo algoritmi. Izvrsilni ¢as (v sekundah), potreben za izracun rezultatov
posameznega algoritma, je predstavljen v Cetrtem stolpcu. Velikost vzorca M za
posamezen algoritem je predstavljena v petem stolpcu, medtem ko je velikost M
testnega vzorca podana v Sestem stolpcu. V zadnjem stolpcu je absolutna razlika
izvrsilnih ¢asov algoritmov X in PN1 izrazena v odstotkih izvrsilnega ¢asa algoritma

PN1 za X = PN2(GM), PN2(PC), PN3(GM-PC), PN3(PC-PC), PN3(PC-GM).

Naslednji parametri so bili uporabljeni v algoritmih:

(i) stopnja znacilnosti o = 0.01 (v vseh treh primerih),
(ii) relativna napaka e = 107* (v vseh treh primerih).

V tabeleh 5.7-5.9 so za vse tri primere zaporedoma predstavljeni Se izvrSilni ¢asi,
ki so bili potrebni za izra¢un cenovnih matrik Cj,, C, (prvi 8tirje stolpci) in C”
(zadnji trije stolpci) v razli¢icah algoritmov PN2 oziroma PN3 (ti ¢asi so seveda
ze vsteti v konéne ¢ase, ki so prikazani v tabelah 5.4-5.6). Prvi stolpec opisuje
mozna algoritma GM in PC, uporabljena v PN2. Drugi stolpec predstavlja cenovni
matriki Cj, in Cy,, za kateri je v tretjem stolpcu podan izvr§ilni ¢as (v sekundah),
potreben za njun izrac¢un. Velikost vzorca M, ki smo ga generirali z algoritmom
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5.2 Testiranje metod in analiza rezultatov

PC, je predstavljena v Cetrtem stolpcu. Peti stolpec opisuje mozna algoritma GM
in PC, uporabljena v PN3 za izra¢un cenovne matrike C”, medtem ko je izvr8ilni
¢as (v sekundah), potreben za njen izrac¢un, predstavljen v Sestem stolpcu. Zadnji
stolpec zopet opisuje velikost vzorca M, ki smo ga generirali z algoritmom PC, za
izra¢un cenovne matrike C”. Bralca opozorimo, da so cenovne matrike Cj,, C}, in
C" neodvisne od parametra k. To pomeni, da v primerih ni bilo potrebno za vsak
parameter k posebej rac¢unati cenovnih matrik Cj,, Cj, in C”. Ko smo jih prvi¢
izracunali, smo jih enostavno shranili in jih nato ponovno uporabili.

Na sliki 5.3 so za primer sistema izmenjave koles za k = 2'2 podani Se histo-
grami relativnih frekvenc vzorcev, ki smo jih generirali z algoritmi PN1, PN2(PC),
PN3(PC-PC) in PN3(PC-GM). Za vsak histogram je podano tudi vzor¢no povpredje
i in vzor¢ni standardni odklon &.
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Slika 5.3: Vzorcne porazdelitve slucajne spremenljivke ¢(Xo, X; ..., X;) za primer
dimenzije 36 x36 in k = 2!, dobljene z algoritmi PN1(zgoraj levo), PN2(PC) (zgora]
desno), PN3(PC-PC) (spodaj levo) in PN3(PC-GM) (spodaj desno).

V smislu natan¢nosti ocene ji so vsi algoritmi primerljivi, saj se vsi rezultati
razlikujejo na cetrti Stevki. To je v skladu s pricakovanji, saj smo za relativno napako
izbrali ¢ = 107*. Kar se ti¢e ¢asovne primerjave, pa so opazne razlike med njimi.
Najbolj odstopa algoritem PN1, ki je dale¢ najpocasnejsi. Med verzijami algoritmov
PN2 in PN3 razlike niso tako ekstremne. Opozorimo, da so vse variante algoritma
PN2 in PN3, ki uporabljajo algoritem GM, pri ve¢jih vrednostih parametrov [; in
[y oziroma veéjem redu N praktiéno neuporabne. Za ilustracijo smo vseeno vzeli
tudi manjse vrednosti za parametra [; in /s, da smo lahko med seboj primerjali vec
variant. V nasprotnem sta primerni le verziji PN2(PC) in PN3(PC-PC).

V vecini primerov je algoritem PN2 (oziroma njegove verzije) nekoliko hitrejsi
od PN3 (oziroma njegovih verzij). Glavni razlog je v tem, da dodatna gradnja
cenovne matrike C” v algoritmu PN3, ki je ¢asovno zelo potratna, prinese zelo malo
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5 Eksperimentalni rezultati

Tabela 5.4: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PN1, PN2(GM), PN2(PC),
PN3(GM-PC) in PN3(PC-PC) za dve prehodni matriki in pripadajo¢i cenovni ma-
triki dimenzij 235 x 235 ter [} = 2, I = 3.

kE Alg. oo t(s) M M, pohitritev
PN1 461675 817 162140 10*

910 PN2(GM) 461685 175 71329 10* 79%
PN2(PC) 461722 323 71390 10* 60%

(

(
PN3(GM-PC) 461686 326 6864 10°  60%
PN3(PC-PC) 461667 473 6828 10°  42%

PN1 923429 829 80262 10

o PN2(GM) 023437 174 35471 10'  79%
PN2(PC) 923399 328 36331 10°  60%
PN3(GM-PC) 923399 326 3355 10°  61%
PN3(PC-PC) 923354 473 3341 10  43%
PN1 1846837 825 40477 10°*

yiz PN2(GM) 1846889 175 17752 10*  79%
PN2(PC) 1846729 320 17789 10*  61%

(

N2(
PN3(GM-PC) 1846791 326 1722 10°  60%
N3(PC-PC) 1846550 473 1700 10°  43%

Tabela 5.5: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PN1, PN2(GM), PN2(PC),
PN3(GM-PC) in PN3(PC-PC) za dve prehodni matriki in pripadajo¢i cenovni ma-
triki dimenzij 500 x 500 ter [; = 2, [ = 1.

k Alg. oo t(s) M M, pohitritev
PN1 274694 1160 267769 10%
PN2(GM) 274698 621 218246 104 46%

(
210 PN2(PC) 274721 881 220267 10  24%
PN3(GM-PC) 274703 378 38251 10  67%
PN3(PC-PC) 274732 601 38182 10*  48%

PN1 549430 1163 135134 10*
PN2(GM) 549428 645 112647 10* 45%
21 PN2(PQ) 549397 885 112427 10* 24%
PN3(GM-PC) 549430 378 19259 10* 67%
PN3(PC-PC) 549482 601 19385 10% 48%
PN1 1098924 1185 67310 10*
PN2(GM) 1098835 629 55241 10* 47%
212 PN2(PQ) 1098907 891 55781 10* 25%
PN3(GM-PC) 1098823 379 9675 103 68%
PN3(PC-PC) 1099037 600 9497 103 49%
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Tabela 5.6: Primerjava realnih ¢asov algoritmov PN1, PN2(PC), PN3(PC-PC) in
PN3(PC-GM) za dve prehodni matriki in pripadajo¢i cenovni matriki dimenzij 36 x
36 ter ll = 77 l2 = 5.

k. Alg. oo t(s) M My, pohitritev
PN1 4855 369 147401 10*
s PN2(PC) 4855 152 30292 10  59%

PN3(PC-PC) 4854 184 27831 10°  50%
PN3(PC-GM) 4855 158 28180 10*  57%

PN1 19422 356 37031 104

510 PN2(PC) 19422 152 7820 10 57%
PN3(PC-PC) 19423 184 7083 103 48%
PN3(PC-GM) 19424 158 7221 10° 56%
PN1 77695 350 9117 10°

512 PN2(PC) 77696 152 1892 10° 57%

PN3(PC-PC) 77698 184 1774 10° 47%
PN3(PC-GM) 77699 158 1857 103 55%

Tabela 5.7: Realni Gasi, potrebni za konstrukcijo cenovnih matrik Cy, C3 in C” v
primeru dimenzije 235 x 235.

PN2 PN3

Alg. C" t(s) M Alg.  t(s) M
s 2 -

GM PC 287 7-10°
Cy 31 -
105

PC ¢y 60 1.5-10 PC 288 7-10°

Cy; 119  2-10°

Tabela 5.8: Realni ¢asi, potrebni za konstrukcijo cenovnih matrik Cy in C” v primeru
dimenzije 500 x 500.

PN2 PN3
Alg. C" t(s) M Alg.  t(s) M
GM ¢z 11 i PC 318 2.5-10°
C i} i}
105
PC (’;3 257 2510 PC 295 2.5-10°
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5 Eksperimentalni rezultati

Tabela 5.9: Realni ¢asi, potrebni za konstrukcijo cenovnih matrik C7, C5 in C” v
primeru dimenzije 36 x 36.

PN2 PN3
Alg. C" t(s) M Alg.  t(s) M
C; 94 7-10°
P P 2 - 10°
C c. 31 ) C 8 7-10
0P
PC C; 49 5-10 aM 9 i

Cs 119 2-10°

k nadaljnjemu rac¢unanju, saj s to dodatno gradnjo problem le razpolovimo — v lu¢i
tega, da se nova dolzina sprehoda le razpolovi. Zato dajemo prednost algoritmu
PN2.

Za konec dodajmo, da lahko vse algoritme za reSevanje posploSenega problema
seveda uporabimo tudi za reSevanje osnovnega primera. Opazimo, da v tem pri-
meru vsi algoritmi za reSevanje posploSenega problema sovpadajo z algoritmom PH.
Posledi¢no vse tabele v razdelku 5.2.1 posredno primerjajo tudi vse algoritme za
reSevanje posplosenega problema.
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6
Zakljucek

V doktorski disertaciji obravnavamo problem racunanja povprecja cene slucajnega
sprehoda konc¢ne dolzine z danim zacetnim stanjem. Ker je analiti¢en izrac¢un pov-
precja — razen v zelo omejenih in majhnih primerih — prakti¢no nemogoc¢, se v di-
sertaciji osredoto¢imo na uc¢inkovite metode za ocenjevanje povprecja. Glavna ideja
temelji na uporabi metode Monte Carlo, ki omogoca, da oceno poi§¢emo s pomocjo
slucajnih stevil in simulacij: enostavno generiramo vzorec slucajnih sprehodov glede
na dane prehodne matrike in za oceno vzamemo povprecje cen sprehodov v vzorcu.
Bistvo je, da se z ve¢anjem vzorca ocena priblizuje pravi vrednosti.

Osnovni problem, kjer je slu¢ajni sprehod podan z eno prehodno matriko, nje-
gova cena pa z eno cenovho matriko, posplosimo na kon¢no mnogo prehodnih in
cenovnih matrik. Najprej predstavimo algoritem PH za reSevanje osnovnega pro-
blema. Ta je temeljni gradnik v vseh treh nadaljnjih algoritmih PN1, PN2 in PN3,
ki jih razvijemo za reSevanje posploSenega problema. Algoritem PN1 je neposredna
posplositev algoritma PH, medtem ko je algoritem PN2 nadgradnja algoritma PNT1.
Ideja je, da se tisti deli podsprehodov, ki jih opisuje posamezna prehodna matrika,
zakodirajo na sprehodih dolZine ena s primerno potenco prehodne matrike. Skladno
s tem je potrebno izracunati tudi novo pripadajoco cenovno matriko. Izkaze se, da
je za analiti¢en izra¢un nove cenovne matrike potrebno resiti N (v praksi manjsih)
osnovnih problemov, kjer je N red prehodne matrike. Podamo algoritem GM, ki
z iskanjem v Sirino zgradi novo cenovno matriko. Ker vedno obstaja moznost, da
nove cenovne matrike ne moremo izracunati analiti¢no, v tem primeru predstavimo
algoritem PC, ki z uporabo metode Monte Carlo poisc¢e njen priblizek. Ko imamo
nove prehodne in cenovne matrike izracunane, se problem prevede na zelo poseben
posplosen problem, ki ga resimo z algoritmom PN1. Algoritem PN3 je nadaljnja
nadgradnja algoritma PN2 in reSevanje zelo posebnega posploSenega problema pre-
vede na reSevanje osnovnega problema. V ta namen Se enkrat uporabimo idejo o
kodiranju informacije. Dobljeni osnovni problem nazadnje resimo z algoritmom PH.

Vse predlagane algoritme smo eksperimentalno ovrednotili. Algoritem PH smo
primerjali z algoritmom PDV, ki so ga predlagali avtorji v ¢lanku [19] in temelji na
ra¢unanju potenc prehodnih matrik z metodo difuzijskih valckov. Ker se metoda
difuzijskih valckov zadovoljivo obnasa v primeru, ko ima matrika nizek numeric¢ni
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rang, smo se omejili samo na prehodne matrike z nizkim numeri¢nim rangom. Re-
zultati primerjav kazejo, da algoritem PH prekasa algoritem PDV v vseh primerih.
Ceprav je njuna natancnost zelo primerljiva, pa so ¢asovni rezultati algoritma PH
precej boljsi. Nazadnje smo med sabo primerjali Se algoritem PN1, dve varianti al-
goritma PN2 (PN2(GM), PN2(PC)) in tri variante algoritma PN3 (PN3(GM-PC),
PN3(PC-PC), PN3(PC-GM)). Izkaze se, da je v varianti PN3(GM-GM) iskanje v
sirino ¢asovno prezahtevno, zato je nismo vkljucili v primerjave. Podobno sta bili
varianti PN3(PC-GM) in PN3(GM-PC) vklju¢eni v primerjavo le v tistih primerih,
kjer iskanje v Sirino ni bilo ¢asovno prezahtevno. Primerjave kazejo, da so vsi algo-
ritmi podobno natanc¢ni, zopet pa obstajajo ¢asovne razlike. Najbolj oc¢itna razlika
je pri algoritmu PNT1, ki je dale¢ najpocasnejsi. Ostale verzije algoritmov PN2 in
PN3 so ¢asovno precej podobne, vseeno pa dajemo prednost algoritmu PN2.

6.1 Nadaljnje delo

éeprav je koncept metode Monte Carlo preprost, vsestranski, prilagodljiv in enosta-
ven za uporabo, pa njena pocasna konvergenca lahko predstavlja pomankljivost v
izracunih, ki vkljuc¢ujejo visoko natanc¢nost. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da
je konvergenca metode Monte Carlo priblizno reda M _%, kjer je M velikost vzorca.
Ce Zelimo izboljSati konvergenco, je ena izmed moznih strategij, da slucajna Stevila
(oziroma psevdoslucajna $tevila), ki igrajo klju¢no vlogo pri generiranju vzorca, za-
menjamo z deterministi¢nimi Stevili. To vodi do kvazi Monte Carlo metode, ki jo
lahko preprosto opisemo kot deterministi¢no verzijo metode Monte Carlo v smislu,
da slucajne vzorce v metodi Monte Carlo zamenjamo z dobro izbranimi determini-
sticnimi vzorci. Glavni cilj je, da izberemo taksne deterministi¢ne vzorce, za katere
je deterministi¢na napaka manjsa kot stohasti¢na napaka metode Monte Carlo. S
primerno izbranimi deterministi¢ni vzorci je lahko v nekaterih primerih red konver-
gence enak M. Ve¢ o metodi kvazi Monte Carlo si lahko bralec prebere v [15, 30].

V posplosenem problemu smo uporabili konstantno Stevilo korakov [y in [y glede
na prehodni matriki P; oziroma P,. V luc¢i aplikacije sistema izposoje koles bi
bilo zanimivo, ¢e bi dopustili spremenljivo Stevilo izposoje koles za razli¢na ¢asovna
obdobja dneva. Zdi se, da implementacija tega v algoritmu PN1 ne predstavlja
tezav, brz ko lahko uspeSno generiramo [y in [y iz neke v naprej dane porazdelitve.
Modifikacija algoritmov PN2 in PN3 v tej smeri bi pomenila, da se ¢asovna kot
tudi prostorska zahtevnost algoritmov poveca. Motivacija za nadaljnje delo se zlasti
navezuje na zadnji problem.
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